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J’ai réuni dans ce petit Livre tes Leçons sur la Théorie des 
sénés trigonométriques } que j’ai faites au Collège de France en 
J qoi-iQof) ((midalïon Claude-Vntoine Perrot), Je n ui pas cru, 
toutefois, devoir reprendre ici, comme dans mou Cours, les parties 
les plus élémentaires de la théorie ([inm trouve' exposées dans 
un grand nombre d"Ouvrages classiques. Cela in a permis de 
m’étendre, un peu plus que je n avais pu le faire au Collège de 
France, sur quelques résultats, publiés récemment, concernant 
la possibilité d utiliser les séries de F miner pour la représentation 
des fonctions arbitraires. 

Je suis heureux de remercier ici M. Emile Bore! qui ni'a aima¬ 
blement invité a écrire ce Livre, 


Ken nés* le 21 octobre igof>. 


11 k >ai LElïliSüUE, 
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PROPRIÉTÉS DES I* ONCTION S ( 1 ), 


L L es deu.r espèces de points de discontinuité. — Parmi 
1rs discontinuités que pou I présenter une fonction /‘(.r), à Une 
seule variable réelle, il \ a lieu de distinguer un nindc simple de 
discontinuité qui sr rencontrer** souvent dans la suite. 

est puini de discontinuité île première espèce pour f{x) 
si. quand ,r i nul vers / ( jc i tend vers une limite bien déter¬ 
minée qu’on noiera, aver OineiileL /(a !f —ni et si, quand x 
décroît vers jt, m f\x \ a une limite qu'on notera f(x 0 -h o) ( - ). 

La propriété essentielle des poinis de discontinuité de pre¬ 
mière espèce est d’éhe toujours comparables entre eux: j'entends 
par là que, si ® a, en un point de discontinuité de première 
espèce pour lequel o) cl — o) différent. quelle que 

-lût /, admettant aussi comme point de discontnmilé de première 


(>) Dans celle Introduction j’ai réuni un certain nombre de définitions ou 
d < mu ncr> qu'il impurle de comiaiin pour hirn coin prendre le reste de l'ouvrage. 
IG iiYm d Yi I leurs jai* néri-^sa i rc de lire ce Chapitre préliminaire avant les aulres; 
d stiflirait que Je lecteur s'\ reportât s'il Gai arrivait d'être arrêté par quelque 
d i fli ni lté. J’ai nus clans Je texte - Y nombreux renvois a nntrndurl ion. 

( * j Pour abn ger un écrira /(-ho) et f {— o ) â la place dey - o + u), f (« — o), 

L. i 





















i\TkoiM f no’s. 


’j 


espère, nn pourra toujours trouver l.i eurM.inie K cl*' ni;mi< ir que 

pour K=/-b K © on ^it F{a? 0 H-o) = F,(# a — m. < l'est-à-dire que, 
a il point x tt . il ne subsiste phi s qu une iliseun I m inlé ni quelque 

sorte artificielle* Rien de pareil nrcxiste pour le^ autres points de 
J iseoul i il mtr qu nn appelle points *fe riiscont i nnih* *lt* s* j f k on fr 
t'sprct'. 

( ]i k lh propriété j irnml, c ii 11- eertains eus, de nmi'liitr pi un ton- 
li'" points de première e-prrc en s apposant suri élude d un point 

de première espèce particulier (n° 31 p 

2. liants l'éguliors. — Nous (lirons que j M rs| un point régulier 
pour / si J\ .r 0 -+- o) et f\ x u — u) existent ri sont tel s que 


/(o) -hf(&Q— «> t = a/( ^ ) ; 

tous 1 rs points de eonlimnlé sont des points régulier.'». 

Tous les points réguliers sont comparables ati -en^ du numéi -o 
président: In d iseonbiiu i lé artificielle dont il a été parlé il existe 
même plus* La propriété de res poiuls qui nous servira le [dus 
est la suivante ’ la lune lion ^ ( / ) délinir pari égalité 

g ( / i = f\ t 0 h- a t ) h- /( -r„ — a t j — ’ifi æ?d ), 

est emilînue p<nir l = o. 


T / # ü/î(.7/o/ï.¥ /mo/o/n/msv eu/v fittun s ; de Dtrirh/eP Ou dit 
que /'f ./■’) est une fouelinu pur!oui non dérrnis^un le un. plus bnè v e- 
nient, que / ./ ) est une fonction croissante si, queL que soient j { 


et X À , nn a 


0ci — ^ | fi » — /i *v| = «. 


/( .r} ne décroissant jamais, quand x eroit, et ne croissant 
jamais quand x déeroil. f{x l} -\- o ) et f\x n — u) existent toujours; 
une fouet ion croissante n a dîme jamais de poinO de di sei m I i n n in 
de seconde espèce. Ses points de discontinuité forment il ailleurs 
tou jouis un ensemble dénombra Me, rat\ si I nn a 


a ^ .î'j ^ j .> j fi ' N 


on a aussi 


fi b \ f t ai - [ /( xi h- o ) — f{ Ti — fl 

-r-1 fi t* -r o ) — f t *— u 


[/( X /t — Q) —f( T,t — 0 .|, 
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el cela mon ire que les jinints en lesquels la difi'êrence 

f{x -r- o ) — f{x — o) 

surpasse t sont, quel que soit t > o. en nombre fini. 

Les fonctions déerois-.mles. qu'on obtient eu changeant x 
en —x dans les loin;lions croî>>antes, jouissent évidemment de 
propriété* analogues. Le- fonction- croissante- et décroissantes 
constituent l'ensemble des fonctions monotones. 

On «lit qu une inneinm bornée satisfait aux conditions de 
Dtncklei si elle u a qu un nom lire fini de points de discontinuité 
dans I intervalle (ff, i) qu on considère et si t el intervalle peut 
rire partagé en un nombre fini d'intervalles partiels dans chacun 
desquels la fonction est monolom*. L ue telle fonction n*a évidem¬ 
ment que des points de discontinu!Lé le première espèce. 


i. Fonctions à variation bornée. — \l. Jordan a appelé ainsi 
toutes les funetmiis bornées qu on peut ois! emr en faisant la somme 
d une fonction croissante et d une loue lion décroissante ou. *d l'on 
veut, en faisant la différence de deux fonction^ croissantes, 

l ne telle fonction n a tout au plus qu une infinité dénombrable 
de points de d iseonti nui ! r, qui sont de première espère* et Ion peut 
remarquer qu'ii siiflil de modifier la fonction tout au plus en ses 
points de discontinuité pour que tous ses points soient réguliers. 
On peut encore dire qu'une fonction / est à variation bornée >i 
elle varie moins vite qu une fonction croissante bornée, entendant 
par la qu d existe une fonction croissante bornée I’ telle que l on 
ait toujours, pour h > o, 

F (x -H h ) — F ( T) ■t \f(T 4- fi ) — f t x) |. 

Si, en effet, celte condition esl remplie, f est la différence ries 
deux fonctions croissantes p et F — J\ et d autre part, si / est la 
différence des deux fonctions croissantes é et 4s elle croît moins 
vite que ï + i, Pelle seconde définition est souvent commode, 
elle montre en particulier qu'une fonction satisfaisant aux condi¬ 
tions de Dïrichlet est à variation bornée. 

/étant à variation bornée, on peut, d une infinité de manières, 
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LYTKOIIU TIuN 


écrire*, pour x > a, 

/'( x ) = /( a ) -h P ( ;r ) N ; # ), 

('(/) <‘l \i./)élant deux fonctions mm négatives el ernissaiih 
Soient p (. x j t‘l «(.rj 1r s I mu Les inférieures, pour .r donné, des 
valeurs (le P(.riet \ i r ; on a éviili inment 

f(x ) = /( a) -O/?(a. ) /if x ); 

p(d 'i et /n r ) sont les plus poli 1rs fonc tions tV >' ) et \ r ), 

(les quantités /;i a J et //(.-/■ j s'appellent 1 rs nariatiotri total*'* 
positive et négative de f dans ( a , a c ( x * — (,.r ) -f- /? 


es 

i la 

rat if Ut eut 

totale de / dans 

(ce. 

XK elle est 

* 

a 

KO 

■ )- 

- V{ a f. 





Il ' 

est 

é\ idenl 

que les deux t 

1,11m 

ronces p( j\ 

et 


o) 

— n ( x a 

— o ne peuvent 

rire 

d iH'éren les 

le 

IU]0 

Si 

ois quoi. 

en appelant d la 

plu 

s petite des 


) — /■ > (* i ‘o — o) 


lions (./■) et /*, (*r), égales à /or) ri n \ ./■ pour c i à 

c .r ) — f/ m n ( x ) —- <7 pmir .r ■,,, seraient des funeUons I* ri N plu- 
petites que p et n * I_)e meme les diilérenres //< / ,, o) - /u 
tt f ■ / 1 g„ —l— o) —- fi (./■(, ) ne peuvent dill'érer dr n en même temps ri, 
romiiie ces différences sont égales deux â deux quand r 0 est point 
de eonlinuilé pour /, on en déduit que, pour un tri point, //( r , 
//. i x ) et v( x i sont continues. 

Il est facile de vmr tpie lu somme, ta dïlFérencr, le produit dr 
deux fonctions û \anation lïornéc est a variai.ion hornée: cela est 
M'ai aussi pour le quotient de dru \ (oui lions pourvu qtir le 
module du dénominateur ne descende pus au-desson^ d une rer- 
taine limite dilféTente de zéro. J examine seulement Ir eus lu in ¬ 
duit: eu conservant les notations précédentes el cm affectant dr 
I indice i les quantités relatives a une seconde fonction. on a 


"Ai « Y 

js que la 


J J I = I /( a ) -+- P — n 11 /1 ( a f + P j — «i 

— />/?! H- tut t H- /o/f. <ï M- /'.A < « ) “ [ /"O -+- "/O ■+“ ^1 /< « ;i 


ce qui démontre la propriété el fait voir eu même 
variation totale du produit e st au plus («gale à 


( * -i- |/< « > [ ] [ pi -h |/i < « ) | 1* 
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CVst une expression (|ui nous servira plus loin; niais nous y rem- 
p tarerons f origine o de ( o, x \ par ! extrémité uq ir qui e si é\ iilem- 
meut permis ( ‘ ), 

5* Nombres dérives* — On appelle nombres dérivés de la 
fonction continue / an point r, les plus petites et plus gra 


limites vers lesquelles tendent le rapport — —— L -—— ? qu I 

1,11 fait h Zf ‘i'° posi i i veinent d’une pi*ri. négativement 

d autre part* Vinsi, en chaque point, une fonction continue a 
quatre nom lires déri vés finis nu non. Lorsque ms quatre nombres 
soi il finis et égaux, /(x) a une drrtrrr, au sens ordinaire, égale a 
ces nombres dérivés* 

Les fonctions /, qui satistbiiE a la condition, si connue clans la 
théorie des équations d dlérenl ndles sons le nom de condition de 
Lîj/scfiifz, qtn s'exprime par l'inégalité 

l/{ x -+- h ) —f(x) | < k | h h 

où k est une constante, ont évidemment leurs nombres dérivés 
bornés ; la réciproque est v raie ( -)* 

(h Dérivée seeontfe généralisée* Théorème de I/, Schwarz. 
— D'autres généralisations de la notion de dérivée pourraient être 
utiles. C/est ainsi que, pour te n" 37* il y aurait avantage à définir la 

i * • * i j* i ■ i " i ■ j -lr jk O ~ r ~ à )" x A ) 

dérivée de / en x par la considération mi rapport - 

jE■ f’ 

au lieu du rapport ordinaire : cela conduit à une définition de la 
dérivée, qui comprend la définition classique comme cas parti¬ 
culier. mais qui est plus générale puisque, par exemple, elle 

conduit a attribuer une dérivée nulle à + \ x- pour ;r=o* ic 
ndusislr pas sur ce point cl j'indique une généralisation plus im¬ 
portante* 

La dérivée première est définir comme la limite du rapport de 
la dillérence première de J à ! accroissement de la variable; eonsi- 


i 1 ) Pour jjtt^ -tr moec-n rnrnts sur lr^ fdnctmio. ;‘i v;ui:ilmit liornéc voir le 
ternir 1 <Ir ti tic i t\ifmr l'ililioii rlu ('ours d Analyse ( lr VI. ionien ou le i.-iia- 
piL it IV du mes Levons sur t Intégration et lu recherche des Jonctions primi¬ 
tives* 

< ; ) V oir tues Leçons sur t fnlegratiore fc 7^ 
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dérons maintenant le rapport «le la dîUrrenee seconde île / au carré 
de rareruis^emeiil de la varialde.Ce rapport s Yml ( 1 i : 


A 2 


fi r -h A I fi ;r <j — | fi r h | — fi r i| 


A* 

f( X -h A ) -H fi *■ — A I — 7. fi r ) 

1 1 _■__ * 

m 


Ouand la déri\ ée srcnmle ordinaire r\i^lr, elle est la inmle du 

s 

rapport précédent, pour A = o : mais i! >e peut ijue relie dérivée 


seconde n existe pas el que la Ihuile exacte* ( a* sérail le ras, pour 
.r=o, si / était mie fonction eouliuue sans di v ri\< : c fc première 

telle que /( h ) = ./' //). * Vu convient J appeler * 7 ermV vr- 

A - / 

tonde g* hiéndisce la limite de . ? Initt s les foi-s qu'elle existe. 

fi * r 

Picmarquoiis que celle dérivée seconde généralisée e>L d après 

A- f ' « 

la première forme du rapport -yp-> positive on mdlt-en tout point r 

où / es | maximum; cela va nous servir a démontrer une propriété 
analogue au lliéorèinr des aerroisseinenls iîuis : si ht fonction f 
a en {nul point une de rivet seconde gênera Usée a, fa *junn- 

titè — C* 11 ,>j 7 comprise entre tes limites inférieure <•( supé¬ 
rieure <te '£ dans (./•„ — h , + h ). 

Il suffira, par exemple, de démontrer que — ‘ - ne sur 

pas la limite mi [lérien re de s. Posons 


/é 


i A 2 /V , Ai av-H A t — ft sr n — Ai 

${&)= - ^ —- < ./-• — )* -h '-- - — -— - - I .r — :r Q ) -4- / < x (1 ); 

la fonction continue a t ./■ )• = f( w i — à ( jt '» s'annule pour ♦£*,— ft. 
,/fl. Jt' if + A, donc elle aüejnl son maximum pour une valeur ^ i 
intérieure à (,r ü — A, .r n + A ); pourra, d'ailleurs, égaler 
La dérivée seconde d’un trinôme du second degré étant militante, 
du a 

A- Al ,r ) A- /i .r ) A : ) A *f( .r \ A- / (' Jt’u | 


Â- 


/- 




/- 


A 


(') Kii réalité, sa ton jus 4 ri cl les éilît-rxuicrs ,i la fa oui i o -iiiiauv, *>n r-1 rumiuit 


A ( t -r L! h « ■ r / ( ) — */ ( A 


au rapport - 
ei}uiv.iLenlt' a i rlle tin tcvlr. 


h 


ipn üMiitiml ii (ï i m■ iiéiio1 1 lo11 non 
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A- fi an ) Uni ) A 4 A .r„ V 








d après notie 
esI au moins 


renia rqu 

A' 1 À r„ > 


r l;t limite du 
de me un ii 


sreuinl memliiv, 





A- /’. i 
h 1 


l.r tlnrorèuif (•■si tlennmlré. 

Su ji|iusoiL>, rn iiarlîi iilicr, <jue 5 >oil i‘nn>|aminent mille : alors 
A- /\.r 0 ) rsl euiiMiiintuenl mille. </ieU(]iie soient ,i\ .r,, h. ou a 
Wonc 

■r -h -r, -+- h 


/ur, -+- h i -h/l Æ’ 1 — ),j ( 


,, . , .[ a- -r- x'i -f- /1 1 

./1 ri ) + /i) — - 2 / (---1 — 


1 N, 


Cl, 


C est dire que 1rs deux dittrrenees t f(x { — h i — fix x ) et 
f{ r -f- h ) — f{ ./■ j sont égales mi, rn d'autres termes, que fin) 
> arc mil de quaulilés riales quand la \;in;ililr s arernïl toujours 
de la meme qmnüilé, l>apiv> un raLuuurmrnl hieil eutimi el 
qu un développe ordinairement à 1 occasion du mouvement uni- 
lornie ou doit eoneliire de la cjne J rsl une l oue taon linéaire, 1 ) ufi 
lr ihéorriue de M. Srliu t \\"/ 4 : les seules Jonctions continues qui 
ont une dérivée seconde i généralisée constamment nulle sont 
/e,v fonctions linéaires. La dérivée d une dill'éi enre étant la dif¬ 
férence des dérivées, un peut eneure dire ; dette fonctions conti¬ 
nues dont les dérivées secondes généralisées sont partout finies 
et > ifales ne di fjéeenl que par une fonction linéaire. Cela fixe 
le dej»ré d indrlr rmi naIion du [>rul dème qui euiisisle à cherrliCr 
unr fonction connaissant ^a dérivée seconde 1 généralisée ; ce pro- 
I 1 1 'mr MT,i et udîé au ( di.i pi lre \ * 

7« Ensembles de points, — Gesl à l’occasion delà théorie des 
>' rir^ iri^unuinétriipies mir n' fîl ) que \L(L Canlor a commencé 
I i Lmlr c|i*s ensembles de- [minls. Je me contenterai de rappeler ici 
un rriiain nombre de^ définition;*' po>ée* par M.Cantnr, renvoyant 
pour n u r < 1 1 11 d r plu> eumpJèLe .t la Note qm lenn me tues louons 
sur l intégration* 
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I vruoDi i i mv. 


I ri point Lest point limite de I ensemble L si huit domaine (L* 
contenau! L :i son i nléi'ir n r, cunlinil hm>si de* points de K, LVn- 
SiinMi* des points 11111EI f h > de K rniblilm 1 II* ilérive L de K a Le dé¬ 
rivé K f de L est le second dérivé < 1 c K. On forme ainsi une suite 
fi m e ou même Iransfinie de dérivés, Si I un d'eux ne roulient 
aucun point, L est dit rétluclihh\ 


8. meîZ/mA /e.v ; /o/o/m/es mesurait les - ), 



\p- 

clous hiieveulli* les domaines spéesaux obtenu* en a**UjrllL-ml 
chacune de* (‘oonlininris à une un paillé telle ijue 
La mesure d un Ici intervalle. le-axe* étant i eel a ugida i re>. e*l par 
définition le produit des différences i le — a { L 

Soit K mi ensemble de points Ions roulent!* a I intérieur d un 
int.er\aile I. Lnfermoiis les points de K dans mit inimité dériom- 
1 1 E’ii1 1 1cj d intervalles / e| soit y. la limite intérieure de la -"mime de*- 
mesure^ de* z cjuaud on cdmisil ers intervalle* de toutes le^ 
manières possibles* Soit i la limite analogue- relative à Keii'.innlde 
des points de I ne faisan! pas partie de L. Sî a jj est égale à la 
mesure de L K est dil //*r.vz//v/A/r et *a /m .w// e est èi^ale à /.< La 
mesure d un ensemble ne dépend ni des ave* de roiirdounée* ne 
CO <pn est la même eliose* de Li position île I ensemble par rapport 
à ces axes* 

L'ensemble somme de L et de K,. c'est-à-dire n lun|ui est tonne 
à I aide des points de K et de K,* rs| mesurable sî I. eJ K t le 
La mesure de K H- K, e*t la somme des mesure* de K ri de K, t 
si K et L, il ont pas de point rimininiL Le ihéorèiue > étend ;.t L 
somme d un nom lire li ni i| ueln nique dYu*emldr* et même à I i 
somme d une itdmilé dénombrable d cibeniIde*-. 

Si 1 1111 ronsrdère te*- ensembles mesurables L,. K . , . - en 
nombre fini ou df'mombralde. l'ensemble £ des points appartenant 
à la lois à tous les K, est a u sm déuom bralde ; --a mesure « -l L In i. 
inférieure des mesures de* L/ dans le r,e particulier ou rliui | u - 

ensemble I f eonlienl les ensembles d'indices pin* grand*, Iv. f1 , 

I .. 

i i . * - ■ 


I 1 ) J1 s’a ml ir.i <ies «J'ixii r^MM‘ H V ïOl I ill» n>»lllbrr ljurj rtM^f lîr lr dilii ri 

sîons. 

( 2 ) l’uur le> ifémuMSliiitioiis, voir mr- Leeotts sur ('ittfigrafittn, JLL 

eL VIL 






















MtOI'RIKTKS LH-:s i’om;tio\s. 


\ laide de c v< énoncés on ^t^unra facilement «1111 k inus les 
ensembles actuellement commis sont mesurables. 

On dit qu'une fonction f A une nu plusieurs variables, définie 
élans un certain mterxade, est mesurable si, quels que soient a 
el h . I ensemble drs points pmir lesquels nu a *7 <' f<C^ est me¬ 
sura ble. I .e - t onctions ei ml mues sont é\ idem me ni mesura Ides, 
puisque, pour les four In ms continues. Ie> ensembles considérés 
peuvent être obtenus en formai*i le% sommes d'interxalles. De 
meme, les fonctions croissantes sml mesurables, donc le> t'our¬ 
lions à variation bornée le sont aussi, car la somme elle produit de 
deux fonctions nic'oj r.i bl r- -uni dr- lourd on- 11 e -n ra ! ■ - *, ; \ A limite 
d'une suite de loneltmis mesurables e^t mesurable. 1 démontrons, 
par exe ni | de. ce t le «les ni ère propriété : soit / la II mile des tond ions 
mesurables , f 2 * « . . . Désignons par E„ l'ensemble des points en 
lesquels on a a <if n < A; E„ e>t mesurable. Soit E" l'ensemble, 

mesurable, des point > ... à l\ iiJ E, l+I , K w+;î . Soit enfin 

E la smnme E 1 — E~ -h . . . : d es! é\ nient que E e-1 mesurable, et 
r est l'ensemble des points en lesquels on a a <T f </ t*- 

Dr la résulte, en particulier. qu'une série Ui^onouirtrique mit- 
vermeille ue peu! représenter qu une fondmn mesurable; <1 ad¬ 
irer-, toutes le- lundion.-' actuellement connues sou! mesurables. 


!b Thëorèm** sfti t*? t'otn>ergêner df j s xërirs. — Soit mie suite 

i J 

/,,/j, de fonc tiaih mesurables, 1 ensemble des points où elle 
i ouverte > sî mesurable, t )n obtient, en effet, cet ensemble è par 
le procédé sunant. On tonne les ensembles E„. /J% à I aide des 

points en lesquels on a f u — fn+p < ^ ; on prend les points 


communs à tous les ensembles Eavant les mêmes ïndices/î 

ri ils forment un ensemble H„ N ; nu tonne les s.nés E N de 

Lme les ensembles E /rA avant N pour seroml indice; ou prend 
enfin I ensemble i! des points commun- a tous les E\* où N est 
entier. Tous les ^, E WtV . E % . d sont mesurables, 

< a ei posé. soient fm-em ble mesurable des points eu lesquels 
on a — / - ; z et i p l'ensemble mesurable des points communs 

à ep* e p ±.... I/ensemble mesurable d t —<v“ a — d , * — 1 ;ï — *,,) + *• * 
eoulienl c\ il est formé’ d'ensembles sans point commun, donc, en 
prenant dans la séné précédente un nombre n* -ad I isam ineul 











î O 


I vntül>l i ['[UN. 


grand de tmms, on a un ensemble somme (qui n'<M autre- que ( p ) 
dont la mesure est au moins égale a relie de é, 

(le ee raisonnement, général lirons deux éuoueés particuliers 
qu ou utilisera plus loin ( 1 ). Pour te la remarquons que /'est la 
somme de la série convergente /, H- (f ]>— j\ > + .. -■ 

Pour les points de C ti tous 1rs restes de ( elle série, a partir du 

n .\ sont inférieurs en valeur absolue à s, et tous les termes, à 

partir du /d' m '\ sont inférieurs en valeur absolue à 2 î. Ilonr : si 
une série de fonctions mesurables converge en taux les points 
d'un intervalle, les points de cet i filcrc/t ! le pour lesquels l'un 
des restes* à partir du n irmi \ n est pas inférieur à i > o, en va¬ 
lent* absolue. est de mesure aussi petite que l'on veut, à condi¬ 
tion de prendre ti assez grand; ou encore : Soit l\, /'ensemble 
des points en lesquels le n tèm *‘ terme d'une série de /ourlions 
mesurables ne surpasse /n/s, en valeur absolue 7 un nombre 
positif ki ; s il existe une infinité tl'ense.mhles I ' fi dont la mesure 
ne surpasse pas 7 ,, on peut affirmer que fa mesure de rensemble 
des points de t'oneergenee est t/u plus égale a y,. 


10. Oé finit ion de V intégrale, — Soit f une fonelio.. 

ralile ; divisons l'intervalle à une dimension (—x, -t- x) ni nue 


infinité dénombrable d'intervalles partiels à I aide de nombres 
croissants /,• ( i = o } r , * , . d’une part, — 1, — . * . d autre 
part), tels que /, H — 1$ 11e surpasse jamais r,. Soit et ia mesure de 
I ensemble îles points en lesquels on a 

hif< l M (*); 

tonnons la série infime clans les deux sens 


* 


liCi 


\ 


06 


(■) Pour 11 ci au Lu: énmi t*é toér Lkbksuuk, Sur une propriété tfex fonction* 
[Comptes rendus de / ira de/nie ttex Sciences, j S tkVi-MJ lire ia 1 1 «. 

o rt l'iisr iiiIjIh ol uirsnraMc, car il rsL (unité tirs (miiiis ■ 1111 .i|*pa jL i■ nnent, 
quel Iftie mûi IVntirr e, à tYnsciiihlr ijrs |M>mn ru (e-">|tiemi ,e 


b- ~ </ 

n 


t 


j-t-i 


« 
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En général * cette série ne sera pas absolument convergente* mais 

elle le sera touLes les lois que / sera bornée* pu isque la série se 
réduit alors a une suite finie; elle sera aussi eonvergente pour 
certaines fVuictiuns non bornées* Y Imites res loudinus ou donne 
le nom de Jonctions somntahies ; Ionie Éonel ion mesurable bornée 
est sommable. 

Supposons f sommable el iuterealons entre les l t d'autres 
mnnljii-: la série \ sera remplacée par une -érle analogue \ f , 
pu on \ ériliera facilement être absolument eonxergenle, plus 
la ode (pie Y et plus petite pue Y y, x mesure: de I = lï. Opé- 


i r 

S' 


rant encore de même on trouve \ 2 au moins égale à V n au plus 
égalé à B, En continuant ainsL de manière à faire tendre v ers zéro 
tes nombres analogues à vp ou a une suite de nombres Y^ V,, 
Y>, , . , mm décroissants qm tendent vers une limite au [dus égale 
à B: celte limite est appelée Vintégrale de /dans K 

Bar le raisonnement classiqne on verdie que relie intégrale est 
iitdépendaiile des nombres l t choisis, Pour le developpement de la 
démonstration., je renverrai à mes lierons sur / ' l rite g ration déjà 
i itères; on \ trouvera aussi les démonstrations d un certain nombre 

i." 

de propriétés qui seront utilisées dans la suite et que je vais 

énoncer. 

La définition de I intégrale qui vient d être donnée, et qui est 
l.i seule adoptée dans la suite, est plu-* générale que celle à I aide 
de la p ne lie H irma un définit (intégrale des tondions bornées. 
Ici u les les b met ion> i u 1 ég râbles a u sens de H ie malin sont sommables 
et la définition ci-dessus indiquée couduità leur attribuer la même 
intégrale que la définition de ftiemann* 

La définition classique, que nous u adoptons pas k o conduit à 
attribuer à une fonction /{>*') non bornée autour de ./■ = u, et au¬ 
tour de ce point seulement, une intégrale dans (o, i i égale a la li¬ 
mite, si elle existe* de Pintégrale dans (e 3 * j ), quand * terni sers 
/''vu. Il importe de remarquer que cette définition peut sappliquer 

Ninsqur la définition adoptée ici s applique ; la lonelinn - sin en 

est un exemple, Avec la définition adoptée, si 1 a une intégrale, 
/( /■) en a une aussi, ce qui n e^t pas vrai nécessairement avec la 

définition classique exemple, /(,r ) =s - s in ( “J ; plus générale- 

•jT ^ *t» / 

meut, si /"est sommable, et si ta est sommable et bornée, Jo est 

i/ i * 
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[MlioIH i T ION, 


sommable. i a l;i ttous permettra d'affirmer 1111<: a /Vos/m rl f s\\\f>x 
SOlll sommables (1rs i ] U c 1 f I est k 

lin déunonlre aussi que / + o est sommable quand / et » le 
sunl, * i que I intégrale de la somme est la somme des ml> *gnde>. 
Nous utiliserons aussi er fait que le domaine d intégrotion j>c*11i 
rire divisé eu atilant de domaines partiels ijue I mi veut, à condi¬ 
tion de faire la somme des intégrales étendues à ee> domaines. 
I >ii peut meme diviser le domaine en ensemble?* mesu râbles el ta i re 
la somme des intégrales étendues à chacun de ces ensembles, en 
enlendanl par i ni enraie de f dans I ennemi de K 1 i nié* “raie de la 
fonction p égale à / pour les points de E et nulle pour les autres 
points, 

(le sont I es intégrale^ qui viennent d être défi lues que je dési¬ 
gnera i par !e^ nota lions (dassiques 


f / dT f j f/ ,Lr d . 

it * ' * 


l v 


Relativ emenl aux intégrales multiples, îl es! ulile aussi de savoir 
qu’on peut les calculer à I aide d intégrales simples successives, 
comme s d s’agissait de Inm tiou> continues. Imites les fois que le** 

intégrales sim pins auxquelles on est conduit existent, ce qui ar¬ 
rive, eu particulier, Imites les lois qu i! s'agit d nue (onction 
bornée reprësrniable par une série de loue lieu s nmluiui'v el e est 
le seul cas que nous rem outrenuis ( 1 ). 


! L f* roptiétés de / * intégrale indéfinie. — .le n ai pas énonce 
li su les les propriétés de I intégrale q u i si us ml em p lovées ; ci d les qio 
| ai indiquées suffiront à montrer rom lui eu I intégral* de* loin lu 1i s 
sommable* sr rapproche de l’intégrale de- fonctions continues. 
\ oici maintenant quelques propriétés fonda mentales de I tntr^mie 
indéfinie d'une loue! ion sommable / d une seule varia (de , 


« 


Ou appelle ainsi la quantité 1 K -h f f dj; : relie (onction de e 

* n 

est continue; de [dus, comme elle croît moins vile que la fonction 



Pmir la ilrmo ci finition 


voir le^ n*'' à 40 tl e 111 <i Thèse : 


if ueur, Ain ; Utnali di Ma tentât ica, ), 


intégrale, Lon- 
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rrnissï 


I \f\ </r } elle est a variation bornée, H. nous avons une 

■ a 

limite supérieure de sa variation totale (n 1 * t)* 

l île autre propriété fondamentale est la Minante : /‘est la dé¬ 
rivée de son intégrale indéfinie en tous les points, sauf* tout au 
plus, pour eeux d un ensemlde de mesure nulle [ ^ \ I. Chap. \ ! 11, 
de mes Lrro/is smr t Intégration i: complétons re résultat* 

Les points où f {x ) — a n e>l pas la dérivée de son intégrale in¬ 
définie forment mil ensemlde de mesure nulle L a u Suit é l'en¬ 
semble somme des K (a) correspond a nt aux a rationnels. Soient x 0 
une valeur n appartenant pas a v . a un noiiduv irrationnel quel¬ 
conque, i un nombre rationnel voisin de 7 * On a 


I r > 


!/<*>-f 


< 

- r 


*1 


d où 


-t d 


/ | /< .r ) — a | dx - ‘ / | /< * J - P | '/‘*‘ 

■> * Il >•" 0 


I P 


< )r. d après uo* li\pollua >. le second le ri ne du premier membre 
dillerr de J /'( ./■„ ï — > j | de moins de £ pourvu ijue r >ïI pris du 
un intervalle f ,r„ — //, Xt> H- h .1 assez petit. Donc on a 


- ' / l.A>) —rt\dx— 1 /{ X(t) — $ | 

X - t 0 

u 


r 


j x — x„ 


f | f(x )— al dr — |/(JF U I— Z 


* , 


1 3 — % | o- î, 


U\9 >1 


et. puisque £ cl j — a sont atis>t petits que I on veut. \/{x) — x f 
r^t pour ./• = ./■„ la dérivée de moi intégrale indéfinie. itnsi, sauf 
tout ait plus t§nanti t „ appartient à un ensemble <t de mesure 
nulle , |/i ./■ ) — a | c.v/, />*»//• .r = x n . la dérivée de son intégrale 


indéfinie, quel t/ne soit x et. en particulier, pour a =/(x<,) 
On utilisera plus loin la formule d intégralion par parties : 


(f pb 

j Vpdx = \V(b)V(h) — V(a)V(a)]- it V dx, 

J it J 

dans laquelle l et \ désignent des intégrales indéfinies de u et v. 
< >n verrait en ellet, <01 rem plaçant I cl \ par les intégrales (|U elles 
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tj 

représentent, que la formule précédente exprime seulement, dans 
un cas particulier. la possibilité de remplacer une intégrale mul¬ 
tiple par des intégrales simples successives. 

On admettra iaedement aussi que si / i ) est rompra ronslam- 
nieul entre m et M on a., pour a />. 

p h 

m ( h — a i <* j f( ,v ) dx < M ( ê — o ) : 




si Fun applique celte égalité 1 à r./, x -h h t ou vêt que I on a, puir 
rintégrale indéfinie K de j\ 


m 


P ( :r H- h ) — I ( r ) 


< M 


De meme, lui intégrant \*\ on obtient - lellr que 


„ § t æ — h i h— J i r — /m — 2 r T i x \ ^ . . 

m < -- Jîï -< M 


lï* Théorème sur t'intégration des séries. — Soi/ une suite 
eomergeunt dans un intervalle I eers u/te fonction te t formée 
de fonctions mesurables f\ , f\* *.* toutes inférieures en valeur 
absolue a une (or/sfante K. Soit K w I ensemble des points de I lui 
lesquels quelqir mie des dill'éumns \fu+p — f \ supérieure à z ; 
soi t e ti — I — li w . t hi a 

/ ,/«+-/#— / Jfi^^dx^r j Jfi-hpdj'. 

•’i # F,„ 

La première intégrale du second membre diffère de j f dx au 

plus de ï multiplié par la mesure de e fn donc au plus de gt\ i ilco 
guant la mesure de L La seconde intégrale du second membre e^t 
inférieure en \ a leur absolue à K multiplié par la masure m n de \i n 

et cela est vrai aussi de / fdx. Donc ou a 

» 4 * 


/* /■ 

j fdx — j f, l+ 


^ '2 tv /jï ^ + z / \ 


et j puisque m w tend vers zéro el que i est aussi petit que I on veut. 
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i i 


il est JiMüimlrr que. dans tes conditions indiquées^ /'intégrale 
de / est ta limite de Vintégrale de 

Si l'on écrit / — f\ H- { f± — j i + * • * on a un théorème sur l'in¬ 


tégration des séries qm rom| >rend. e me eus partumlier, le théo¬ 
rème bien connu sur lc^ st ries uniformément ronvermeilles. 

Keniaripions encore qu'il importerait peu que la suite ne tendit 
pa^ vrr> f pour les points d'un ensemble de mesure nulle car, 
d’une part, il suffirait de faire rentrer les points de c dans K fi et T 
11 w u Ire pari, quelles que soient les \ aleurs attrilimée> à f pour les 

points de C 9 I intégrale de f restera la même. 


13, Théorème généra / sur tes fonctions sommables. — (le 
théorème \,i nous taira* connaître une propriété de toutes les fonc¬ 
tions sommables qui, dans le cas purlieidier des fonctions etmU- 

nues, résulte immédiatement de la continuité uniforme- J’énonce 
ce théorème pour le eus d une seule v ariable : Si f{x) est som¬ 
mable, I in tègrale 


r ? 

Uf % 8)= / |/C 


r 


o } 


/ f.n £&r (> < 3) 


Ze/ia/ *w,ç >sé?/‘o aeec 5. 

lîeniarquons que l'énoncé suppose f définie da ns (*» y) [dus 
grand que (%, j) et qu’on doit prendre o au plus égal à y — [ï* 
Maintenant on a, / cl étant sommables, 

r T 

J (/, «) s 2 / f/l «&f. J {/■ 0 ) - j I /„ 0, + J </-/„ o) : 


* 

ou 


■I < /. 0 ) i J ( /t. o ) -+- -i I 1 / —/| I tir. 

' 3£ 

♦ 

Ceci posé, si / est as^ez grand, en appelant/ t la (onction ég. 
pour \ f < / ci à zéro pour /| > f, f f — j\\dx sera plus 

' X 

que e, d'où 

J (/, o ) = J (/,, 5 ) -t-'ie, 


île à / 


et il sullil de démontrer le théorème pour la fonction bornée,/t 
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Divisons (-—/, + / ) eu a/j parties é^a!e> ei ^»ii /■ (a prend les 
valeurs — p j —p + i . .. ., /> i * /> ) la ici ne lion eyale à _/* |ium- 


s points nu 


, i ' À / r' ,♦ I /■ 

ii I on a — - / ! < - 

p J p 


i) / 


<1 nu lit 1 ailleurs. I )v< for¬ 


te u lu s du début, il résu Ile que- I on a 


• r y / ♦ r 

J t /„ 5 t A , 0 , 4 -,/"//- 2 A ) rf*. 

- /> a \ - r / 

et comme, ilé> que /> est assez p’and, le -miml terme clu second 
membre esl aussi petit que l'on \ml. il suffit de d* 'montrer la pro¬ 
priété pour une fonction., telle ipu />* ne prenant pue cIeux va¬ 
leurs o et A. 

Si u l une telle ioiution ne prenant ipie les valeurs «> et \. 
Soient 10 l'ensemble des points mi ^ diffère de z> to, é un ensemble 
d’intervalles contenant E et dont la mesure ne diffère de celle de E 

que de r ( au plus; soit < { un ensemble formé à I aide d un u.lue 

lins des i ni en ailes de é et dont la mesure ne i lin ère de celle de é 
(jue de Tj au plus. Soient enlin d> et 4>, deux lomiioiis égales ,i \ 
pour les points de é et é, respeetiv ement et nulles p £ • 11 j ■ Ifs anins 
point s. Mors on a 

m v *.# 

*% t /I J 

I |o — A| tj, j |<l> — ‘I*, I <lr | A | Tj, 

* a -z 


d où 


J ( <p, i ,i _ J <4» h o M- { | V| r M 


et il suffit de démontrer le théorème pour 4*< , Mais <1% u avant 
<pé un nombre fini de poiuls de diseoiil i muté ou peut trouver *K 

r T 

continue et telle que / jdq-—soit inférieure â s, alors en a 

■ a 

J f 4 >j, 8)5 J ( 4 ^, o) h- 2 î; 

et, comme le théorème est vrai pour 4*-. la démonstration est 
acliev ( ; e, 
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hETKIUllMTlON DES I ;n IW I HIl K NTS I >KS SEKiliS TlUcn >Nn\|KTRIQI ES 

iï lii > H K S EN TA \T U N E FO N CTI O N DONNÉ E * 


N . Définition des séries trigonomélriques. f nr série tri 
gunomrlriqur rsl de la forme 

- a () + (ûtj cosjr- -j- 6, sma?) -h n^eosi # -f- A } sin -j-, . 


1 rs *7 et Ii ■> A* tant constant*; ci île série peut aussi s'écrire 

pn H- pi COS{,/' - Qj) ~h p a C0S2 LC — 0* ) -f- . - . , 

1rs s rl 1rs 0 «'Tant constants, 

i 

Lorsqu une telle mci ir rsl cotnergenlr rllr représente une four- 
lion <Ir ,/■ de période j t~ : aussi. lorsqu'on s occupera de la repré¬ 
sentation dune fonction fi&\ par une série Lrigtmojoélncpïéj on 
supposera toujours qu i! tir s'agît d r [a rc| uvse iitat u m ilr f'{.r ) que 
dans h ii intervalle an -Hat) ( ! ) d étendue trz rl I on modifiera, 
s il rsl nécessaire, fi/teti dcliors dr cet inIri'vallr dr façon que 
I on ait ton jours f{ x -r an) — f{ x ). (.'elle opération ronduira, en 
général, à une fominm disrimlmur aux points % + a ; dans 1rs 
cn> ordinaires, ns points dr di^nmliniiiir seront de première 
espèce. 

Si ./■ cl ./j ne diUrrrnl ipie d'un multiple entier de fTt. ils jouent 

le même rôle dans 1rs raisonnements, aussi sn a-t-il hui]. . 

précepte mutile dr distinguer .r et ./q, Nous rmnub. rn emprun¬ 
tant erlte notation a I arithmétique rt a la théorie ries fonctions 
elhj»U4|tics, r .r, <|ii on lira « x est congrue à uq »; étant suiis- 


t 1 ) E/extrémÎLr a?: -t- a est ex duc. 
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CHAPlTEUv I. 


entendu, saut i iiiI î<iiii i ni expresse du contraire, suicanf le mo¬ 
dule 17 Z. 

Su «Lui- une série I»iu> e n«‘lri(|u«u tous les l* ^uil unis, un a une 
série de cosinus; si tous les u sont nuis, on a une série de sinus, 
< ,es séries lurent seules eousidérées an délillt, llkcils elles mil I in¬ 
convénient de changer de forint si I un transforme r en .r + K, 
t ii tu i 1 s que cela n arme pris pour 1rs su ri es l rigunomél riques rom- 
pleles, lin (J autres termes, î origine ,r = o il est pas un 


remarquaIdc pour une telle série tandis qui" eVs! un point jouant 
un rôle spéc ial pour une série île eosnius ou Ai* sinus. 1 >an- 
le premier île ers deux ras, ou a, en elfel, pour la somme 3 .r >, 
3 u/') == cp 1 - .r ) ; et pour la somme *1 y ./• . A une série rie cosinus 
on a *1 ( .r ) =—* } j ( - x), (les deux relations, jointes à légalité 
f\ ,r ) = o (r) -h à (x permet t en I de rai eu 1er les sommes des siVir'- 
I n goi Lomé t ni] lies de sinus et de rosi mis en lest j ueL c in peu I cl r rom 
poser u ne séné trigoilomélrique complète de somme / \x ), à su p- 
poser res trois séries eon\erg eules* \ eau^e de ers relation' un 
peut soit, nomme le la il fourrer, ne s onr u per q ne de la détermi¬ 
nation des eoeiÜeienis des si*ries I rîgonnmél rrques de sinus nu de 
nos! n us propres à la représentation d’une fonction u/' 1 ou *1 i / 1 
de o à 7 :, et en dédmrr les formules relatives à ta reprcM’ ni al m n 
dune fonction /(#) dans (o, 2 /n ) par une séné complote. 'oïl 
adopter, romme plus loin, la métliode inverse. 

Les séries tri go no métriques sont eonslaminent employées ni 
Vslronomie et dans certaines parties de la Linéique mathéma¬ 
tique; on lésa utilisées aussi dans toutes les hranehes des mille- 
ma tiques pures, même dans la théorie clés nom lires, < hi verra plus 
loin quelques application* géométriques et airaivl e |lus nmiiédrates 

Ao la théorie des séries trigonométriques, mais je dois signaler dès 

maintenant le rapport étroit qu il \ a entre Ies séries eut ièn - et 
les séries t rigonornéLnqnes. Si I on lait 7 e J ' dans la v ; nr 

1 V* f 

— a u H- y 1 a /> ' l &p) zP * 

on retrouve la série Irtgom uiHirique écrite au déluil de ce para¬ 
graphe. L élude des séries trignuoiiléLriques est doue I élude sur 
une circonférence de la partie ré-elle d une jonction analytique. 

Si, dans une sér ie trîgonométriquc, on remplace r par * > on a 
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f{> 


u iip 11 * *11 v c 1 Hi ■ st i ru 1 ijii mi ;i p |x-11 ("■ on h uai rempli l une sérié In^ono- 
mélrnjuc H h l;n|ni-(If- évidemment s uppInpicnHent tous nos énon¬ 
cés nm^cnmml de légers changements i 1 


Id. ( ominent fut posé le problème de fa représtuitfttiun 
ddtne fonction arbitraire par une série (riffonomtUriqtte (-)■ 
— Dans un Mémoire Sur les inêynlités du mouvement de Ju¬ 
piter et de Salante* Lu 1er, pour 4 lu commodité des calculs pra¬ 
tiques, remplaça des expressions de la forme ■ i — « p cnsti>)~t* par 
des séries de cosinus ( :ï ), 

Celle (rîiiisiormaLitm parait a\antagousc à Euler, parer que, dans 
les intégrations qu il a à eHécüter, nos pto va se transformer en 

j —-j et la présence de ee dénommaleur /o augmentant la con¬ 
vergence (d après Euler), diminuera le nombre des termes de la 
série cju d faudra calculer pour a\oir une approximation sufli¬ 
sante* 

Euler osl floue conduit à la considérai ion de séries tngonomé- 
Irupies, mais d uY>( pas rnnduil pnr>e> recherches astroiuuniques 
à se demander si tou h* four Lion est représen table trigom imétrî- 
qucnu'iiL ( a 1 11 e question fui | h usée par Euler en i" ô.’î, à ! \ icrasiun 


i ; ,lr |.n>-cr.u — -1 lit- rùlt; le- n ; rii^ Lri^eiitoiiii:n'ii| ues qu*on obtient en reui- 

1 0 arcii lI eo "pj\ 11 /r.e jur u r. sin n r ; n } étant l’une (les racine': d 1 une équa¬ 
tion Iran-ce miaule, par exemple de l’équatînn n%= \ — h a) laii£ n a cnn sidérée 
par Pourier. 

(' ) Pour Lu u tes les questions lu-Luriques relatives à la ibéoiic des séries tri- 
pmomélriques, <m Cf uisuliern .o ee proliL un lissai hislorii/ae sur (a représenta* 
tfnn d une fonction arbitraire d'une seule variable ftar une sérié trigonamë- 
triifue de M. Vi'redd Sa dise qu’on trouvera traduit dans le Bulletin des Sciences 
tuai hématiques et axironraniffues de iH&o. 

i ) Le Mémoire d Toiler, bien qu il ail rem porté le prix de i Institut en 17-18, 
manque a la plupart des coller lions du fiecueit des pièces ayant remporte te 
jni.r de t ica t ternie toisde des Sciences ; on en trouvera la rai suit dau> la Prr- 
i’.ire du rouir \ Il de ee lte<ueil. M, Fa tou, auquel j'adresse ici rues rcinem- 
ineiHs, a bien voulu aller t on-uller lr Mémoire d’Euler à la Bibliothèque île lin- 
-1 n ut et m'eu analyser le cunteriu, 

■c )jl trouvera de- rr use i 5411e inc ni - sur le .Mémoire d loi 1 er dan- \e Tome 11 des 
iiecherehes sur différents pain tu du système du monde dr il \ leinberi (Paris, 
17.14) et dan- un Mûiumr fie Glairaut i Histoire de l'Académie royale des 
Science s, 17a J )• 










c il I. 


M y 


d un Mémoire de 1 bmiel lîernoulli Sur 1rs cordes rihranlcs { 1 u. 

Ecartons <1 r sa position A équilibre ut le corde h-ndur A uni 1rs 
deux r \ (rémi tes sont ) i\es rl abaudminuns-la au temps u stih 
vitesse initiale, Soient l la longueur de la rorde eu équilibre, r le 
déplaremenl au temps t du point qui es! à la dishiuee i île 1 ori¬ 
gine lixe île la corde quand elle est en éqtldi lire, lîenumlli dé- 
montre que la lornude 


y 


y 


T,X 

'X {1 Mil p -y- rn^ pk i . 


dans laquelle k csl un cueflnTent dépendant de la corde. iounut 
une solution du problème, et il regarde cette solution comme la 
plus generale possible. 

l'oiir t ]11 il en suil ainsi, il faut, fil remarquer Euler, que. pour 
t = ola formule donner, qui se réduit .dors à 

X * 1 -r 

y = > V si u p — , 

puisse représenter la eonrhe position initiale de la eordr. Or, à 
l'époque d'Euler, on distinguait deux espères de courbes ; les 
courbes géométriques, pour lesquelles r et a étaient liée- par tme- 
relation analytique. et les courbes arbitraires qui correspondaient 
à un trait tracé à volonté {-)■ Pour Euler et ses contemporains, il 
était certain que la seconde catégorie de courbes était plus \ash 
que la première; or, [tour que l'affirmation de Hernoulli fut fon¬ 
dée. il aurait fallu que la courbe arbitraire, posilmn initiale de la 
courbe. [Mit se délimr analvliquement à ! aide d une séné trigono- 


( 1 ) Les travaux d Lu 1er et tl e Bernoulli soûl imprimes dans les 1 letnaires de 

i Academie de Berlin, 

Pour re qui Cnurrrru* J a discussion sur 1 rs runies vi branle-, ou lira .ivrr ni n Tri 
V Historique que lïicmaun a glacé au Urb ut de Mm Mém.nn Sur la possibilité 
de représenter une fonction pur une sérié tri^ononnifique l# (te rt s mathé¬ 
matiques de fiiemuttn g ou le Chapitre de la NtIhi I des premières Recherches 
sur la nature et la propagation du son de Lagrange ( Ofdu res, t I ). 

( s ) Jusqu'à Buter, «ai avait complètement banni ce- courbes arbitraire- des 
MatliéiiiaLÎqiie-; à l’oi rasion du problème des corde* vilu.inle-, Euh 1 avait - ru 
pouvoir leur appliquer certaines des opérations du Calcul hiEinitésimal, mais la 
légîLimiLé de se* rai-iuiiicinciits était i; eue rat crm nt eu 11 testée. 
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Al 


métrique, r est-A-ilin- rn somme que toute courbe îirhitrairr lui 


mie murin 1 géomcLnutnv 


Le eiis le plus simple qu on nvait A mu sidérer riait relui A uur 
position initiale polygonale de la corde i 1 ). Si l'affirmation de 
Bernoulli était exacte, il fallait tpi'une? série trigonoinétrique 
pût égaler une fonction linéaire dans un intervalle et une autre 
fonction linéaire dans un autre intervalle; ou. si Lnn \ruL, il fallait 
que deux exjtressions analytiques fussent égales dans un intervalle 
et inégales dans nu autre. Fout cela paraissait impossible (-), 

La question de la représentation des fondions arbitraires par 
une série trigoiio métrique fût à nouveau posée par Fourièr» Le 
premier problème t]i j il traite dans sa Théorie de In chaleur peut 

se ramener au >ui\aut : 1rs deux demi-droites y >■ o, X = ±- 

1 m x 


(* ¥ 


sont maintenues à la température zéro, le segment ( — ^ | 

est maintenu dans un étal de tempéralurr iumslanl et donné, quelle 
r~d la distribution de la température, supposée stationnaire, da 11 > 
la portion du plan, homogèoe et isotrope, limitée par ces trois seg¬ 
ments de droite? Fourrer démontre qu'on obtient une solution du 
problème en prenant, pour la température \ , 


\ — \ 2 fî <? - ( 1 P 1} y € OS ( ’X p — il j: t 


et ce sera la solution générale si, eu faisant, dans cette formule 


( ! ) ■ La maniéré ordinaire, pour ne pas dire l'unique. de faire sortir une 
corde de son état de repos, c'est cie la prendre par un de ses points ri de la 
tendre eu la Liraul, rr qui hti donne lu figure de deux lignes diuites qui font un 
angle entre elles. « ( I) Vu- mri in, Opmcitfes mathùmatiqiws* L t. p, \i; voir 
aussi 1. IV. p. i pp) 

{ ) Cuniuii 1 h ri admet ta i I que deux expressions a liai \ tiquas égales dans un ifs 
\w\ a lie sont égales parlmit, on ad unTtait qu il suffît. de se donner une fonction 
à i [tdiui t loin analytique dans un i ulrndlle, 'i petit qtéfJ m i, pour qu'elle soit pai 
eela meme déterminée dans loul sou domaine d cxUU'ncc, D'où Je nom de /une- 
itoftrs confirma: donne par Euler a ers fond ion s. C'est après ( ]aiuli\ que lv> imd> 
fonction l'Ofi tin ne ont acquis leur sens actuel. 

la propriété qu Euler croyait reconnaître a ses fonctions continues est celle 
qui caractérise les fonctions anal y tiques d'une variai de complexe* Jusqu'à \N êier- 
str.iss, qui fie voir que deux expression'' and l> tiques d'une variable rompt exe 
peuvent être égales dans un domaine sans être égales partout, on admettait géné¬ 
ralement que celte continuité eulérieiiiie apparu naît a toute fonction de variable 
complexe définie par un procédé ,uiat> tique* 

















tMMMTUI-: 1 


y = o, on pont représenter la lui urhilmire de tempérai tire donner 
pour — - j: < - * C est a nou veau la possiluIi(é de représenter 
une (iinrhüii a rl u traire par dur série Irigouomél rique qui rsl i n 


Nil. 


Pour le eas le plus simple, c elui nu \ est constant de *—- 

à j I oimer e si ainsi eondml à la considéra I ion de la série \ (V) 

■ ■ :i , 




J ■ * J» 

ü — 

v t, 1 


que I on \erni plus loin ( n" il I ) el c[u i rsl égaie à de — 

v\ à — -"de ~ à — * I >e soi h qu une série Irigoiiomél rique penl 

represc Mil er des (ouclio us di-eont i nues eau sens arhtel et q ue deu \ 
expressions analytiques peux en I - 7galer 11 m n ^ un mler\alle ^.ms 
s'égaler pari oui ( 1 ), 

Nous allons maiulenant noms occuper de la d< hrm i liai nui des 
eoef fîcients des séries I rigonomél Jiq mes propre- à représenter des 
(onctions données* 


Ki, Eat tes <! Enter et Eau rie r, La méthode classique 

consiste à raisonner comme si la séné lng<uiomélnqur rherehée 
était nécessairement uniforme■nienl uui \ crgeiile, ou du moins 
mtégrulde (terme à tenue) de o à > —* même après nnilhplrrat nui 
paréos px ou sim pj\ Vio es, en se serxatil il'itlentilés é\idenle-* ou 
olilienl les eoeHn lelll s de la Si v$v cherchée, -ml 

fi r ) == - Ug -h tt\ eus.r b\ -in X H- rch %.t fo > siu * ./* Hh. * . • 

A 

en intégrai! I celle égalité de o à après l avmr multipliée lernie a 
terme piti' ros/er ou >uipx ( p initier posild ou nul)* < ,ela donne 


+ - ** 


a 


tt — - f fi x \ cos n x dx, b n — — j fi r > si u a x dx ; 

Il F 71 , ’ 

*SQ ' O 


ce s formules, dans lesquelles l'inlcrxaMr o, J > ” i peut être rem 


\ ') û’rsî parce ijuç les* tom'lauii** déîiiüe- anal} hL|ijrm*Ml priocni ne p«^-rdci 
ni Sa cnnti n ni Le (Niiiicmn, ni la cnniiiiuiLc uriJïuaire. 1 1 u ■ ■ l'un miotici’ en general 

iiniiiilenanL a drlhiii le- Innt Lmns par les express.. anal_\ tique-. 

Ici, j'ai ailopLê la iklituLnui de Hiemaaii i y < -t ('nnetinn dt .t {uaud* a i al ln- 
Lraire, correspond une valeur bien déteiininee de > . 
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*3 

placé par l'intervalle (a, - + a h smil connues sous le nom de 

/orm//fe d*Euler et Fourier, Biemann croyait qu’elles étaient 
dites ri Foncier : en réalité, Knler les avnil démontrées h nlérienre¬ 
ment par le procédé que je viens d'indiquer ( 1 j pour le ras dUne 
<érie de cosinus. Pour re i ;is el pour ( i elui d une si rie de siilus, st 
fou 


I ' "" 

/ ( x ) = - a 0 *f 

'1 


'jL tl eus // ,i 


ol( 


/ I r ) — ^ f t n si II ftj\ 


les frinmilcs précédentes dr\icunciil, en leminl compte de la 

remarque du n° I 1, 


.* y « t * « 

Ji / 'K t 

it —- j f i e ) eos « .r — — / /*{ .r } sin // e rfa 

" * El + ~ * 0 


fc? ( 2 ). 


17, Formules f F interpolation* Lune il méthodes qu’a 

employées Kuler pour calculer les roetlirienls x w emiduil à des 
formule?* «I interpolain.ui t n^nuomét riqur i nléressanlcâ. * lelte m< ; - 

llmde il * “Si pas rigoureuse, elle suppose que la série 'V est abso¬ 
lument rom er^enle- 

Mans la iormu le /( ./■ ) = a 0 d* / &p COS/?.r, faisons succêssi- 


! \V>vh lr 7 f/ I /. r/*• / . Petrapalifantr, l. \l t idiint 179P Volume paru en 17^8. 
i Voici quelques indications iiistnnques ; Dans smi Mémoire de 17^8, Km 1 er 
donne J V v|nv>>n .u de % n i\ l'ante de série-* voir tr |N ), Euler donne de plus, 
mn> tiruioiistrution, des expressions appruchres de a M et a qu'il uvad 1res pro¬ 
bablement obtenues par la méthode qu 1! a fait connaître en 179S, dans le 
l'inr déjà ci lé do \oeo J c/e, en meme leuip-* qtar J# for 11111 le générale du texte 
l| ui fournit x tt . 

V vanl I apparition des Mémoires d'Kotei ( dalés du ai mai 1777 )> on trou ve la 
loriELule 111 l 1 rliMinc x„ a la page iili do Tome II des Heeheecftes tic d Vleinbert sur 
t/tf/entif* points, du s)stè/nedu mande ( 1 ; > + La formule générale t|ni donne a H 

"i' trouve dijii* un Mémoire de 1 Unira ut (daté du q juillet 17*171. puJdië eu 1 " 111 
dan** Y ifistfiirr tir f I cadende rayai e des Sciences. année 17.V1 

I ]jc 1 oeil iule tort voisine de celle -pu donne [i ## sc trouve d&n> on Mémoire de 
I.a_raii^r. puru de riu a i 7'>V 1 pa^r iô 3 du l’miu' 3 de ses t/f'tares complètes ). 

K o I io, les forum le s « | o 1 dumient v t a r h t se trouvent tlaos la Théorie ana- 

lvtique de la chaleur, par Foncier ( VrL 21 'd ét suiv,). Foui'ier uwjiL d’aburd 
lait connaître ses résullats par une Note rom mn niquée a J‘ Vende mie des Sciences 
I» 'i décembre 1JS07, 

I. fa 11 s les p,iragraphes suivants, les riiétliodrs qui mil été employées. par ces 
géomètres se trouvent mdiquéts. 












CHIPITAK E. 


'/ i 


veinenl ./ = < n - ? 2 — » * 


* ., (n - i ’> — rl <ijoutons les résultats* l + e 

n J 

Coefficient de sera la somme des cosinus des ares sr terminant 
aux sommeil dun polv<*Tuie réguliei\ Par suite re roellirirnL e^t 
nul* sou f si tous les arcs oui meme extrémité, re qui rxi^e que 
soi) divîsdde par Ait ( 1 K Mous avons dune 


n - i 


' V/ ! ag + 

n \ tt / ‘i 


a* 


1 q tt 


t — n 


'/ = 1 


avec: nos hv pot hèses, d rsl lé^ihmr de négliger la si-ne du M‘nmd 
membre dès que n est assez grand, et I équahon préeédente fournit 
une valeur approchée de 

De même partons de la formule 


fi x ) ru^.r ^ - y.,, en s z x 


> 


v 

y Oifj cos p X C 0 S Z x 

i 


H,.i i f O ZX 


'À 


i v 1 

- V*,, c 


os ( p -î- z l x -h dp cos i /j c- ) .r ; 


r - t 


* r 


sons \ ./■ = o* — 

n 


* in — ij - el anuitons. Pour v /f on 

/i ‘ 


( ! f Cela pcul aussi sr vrriiii t à l’aiilr dr* fnimuli ^ <| il i ihiumul 3r- somme- dr 
sinus ou iIt- rosinns d .in s en |iro^réssion yrifhméljqur 




p 


Té si fl ( ft H- /t Z ) — 
Z 1 —u 


SI II 




/// t . ni f- i 

SI El - 


y 


"lli - v 

‘J 


W h. Ht H- t 

os- 


V ft* , 

r — m eos ( ff H- — z icoi 

, Va/ 

CO s { ft - p z ) = 

sîn-5 

' A 


i 


[y -ecniide donne, rti pa rlîcu lier, une Ci » i‘i n ci I e qti on liliMsn-ri plus loin 


i 

î 


tt n m 

y 

r » 


ros p z — 


^in | nt -h - } 


. f 

» sin - ; 

J 
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O 


trouve 


/l — 1 


■ 52 /fê 


l T. 


n 


— X 


t iï-ïqn- r 'X-îffrt- 4-s 11 » 


i —fl 




formule J*m'i I on lire mie valeur approchée de a-. 

Ces valeurs appi 
le-* coefficients, à 


[■( 


ees senne ni ■ igoimmsement exactes si tous 


% it , étaient nul>, Donc. s \ I im pose 


î — n I 


, 2 V 1 

**“; 2. /( ' s ) c, ’ s '' v 


<f O ) = - ai 


/ - fl 


p ^ n — S 

X" 

7 x fl co> p .r ; 

/»-i 


• ■ 


■« * * * * 


i // — i ) — - ( ieite 

n 


la fonction *f(x) égale/(.r) pour >/ = o, 

formule d’interpolation Lrigonoinétrujiie e>I d ur a ( lia i ranl qni 
a remarqué, rie plus, qu en faisant croître n , tend vers la valeur a p 
définie parles formules du paragraphe précédent. 

On peut traiter de même le ras d’une série de sinus; eela con¬ 
duit a poser 



~ Tf | 


'l l ,/ J 


P 

= ^ 

r=* 




Ih lonrïion ■il'jr) ainsi délime épile* f\x) pour ./* 


— ? ïî “ I * * 4 î 

//. n 


[ ti - i )-■ Celte formule d'interpolation <"st due à Lagrange. 


On a parfois considéré comme évident que 
ver s f{x) quand n augmente indéfiniment : 
certain et il se pourrait que, pour certaines 


» j') e t *li ( jc ) tendent 
eela n est nullement 
fonctions f(x ) T les 


tondions ïïu* j et iur) ne s'approchent pas indéfiniment de 
ft.r j i * . Je me contente de signaler celte question et je termine 
ce paragraphe en indiquant quelques formules d inh'i jndation tri- 


gonomélriquè* 


(■ CYst <*m>i que MM, lOiuge et Boni ont montré rrrcnimrrtl que ht lifinule 
\ mh-i'pnliil i<in onfinairr Hc Lagrange ne perinel Uni pas, «Ljis^ Imis Ir> cas* 
l'appi'oxi limité >u s mie N aie i les fn action s nuit muo ( *hir U /ritschrif/ fia Math . 
e/e/ / J Ar*//,-. t. \L\ [, p. i? m* el h*s swr fax /otirfions de variables récités 

Je M. Burel, p. 7 h ). 
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CHAPITRE I. 


Supposons qu on \ euilie Irmn er une sér ie trigonc^métrique 

limitée égalé àf (x ) pour .r = / h x = j ...*./■ = x n . Mors on 

pourra prendre y (.r i = z\ IV x ) fi ’ r ô' étant une série tri- 

..trique limitée nulle pour toutes les valeurs j r 2n m . . f # w 

sauf pour Xi où elle doit se réduire à i* On peut prendre, par 
exemple, l*t(jr) égale à I une des quantités 

( si il :/• — sitï .r o | { <111 ,r — si 11 ,?■;( ). . ,( sin r — sin j' fi ) 

I si n ,r { —■ sin j* ) £ si n — si ri ). it i ^ill X \ — - ni r n ) 

sin( r — ,r.j ) sia (x — ■ n . ,sin ./ — ;r„ ) 

^—■——- * 

si n ( ,r, “ r* ) sin ( x x — r t . sin ( r { x n \ 

lîien enlendu les ,/v ne peuvent pas être absolument quelconques ; 
d ne finit* par exemple, n\ee l'une ou l'uulre forme de l\ .r ■ i, que 
I ou ait 

,n — 2 -, 

Ouand on a trouvé une série Irigonométi iqne limitée répondant a 

la question, on peul évidemment en avoir d autres. Par exemple, 

- 

on peut multiplier lV( r ) par ^ - pourvu (jue e<* soil une série 

trigüuomélrique limitée el que À {./\ soit différent de zéro; poui 
t\ o, on pourrait prendre Al./) sin.r. Ou peut a fouler à l.i 
série trouvée une série de même nature s’annulant pour tous 
tes ,/ 7 , par exemple 

i I X } si n ( X — r t ) sin ( r — .r 2 ), . ,. 

On peut aussi appliquer la formule à - -et mu Iti plier le t é su liai 

obtenu par z[ .r ), £(.r) étant une série trigonomélrique limitée ne 
s annulant fias pour les valeurs considérées de / ( 1 }. 


18 , Méthode fie Foi trier 


I nurier cherche a détenmlier 


les de façon que Ion ail f(.t') =^V % r sin/jjf, /{.r j étant une 
fonction donnée par sa série de Ta\hn\ II admet pour eela que 


( 1 J ^el et Hier rsl du à Lagntnge t cotr Jrmlioii rite dv >r> t&uwes •, 
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l'on peut dilférenticr indéfiunriëïtt tèritte à irrmè d 1 second membre 
rl Ü égale 1rs i|i ri\éf k s de /calculées |miir./ =u a l aide de la série 
entière dune part, a laide de la série lrigonnmélrn|ue d'autre 
pari. Pour «|iir cela suit possible il faut é\idemrmnt que f et toutes 
ses dérnées d’ordre pair soient milles pour x — o; aussi Fourier 
prend-il f{x) sous la forme 

i ^3 Àjî A 7 , 

JiT) ^ Àj x — — X* -h ; f a?*— -7 a? 4 - 

,1 ■ i ■ / * 


à- 9 R ■ 


Les A sont çonntis, les fi sont inconnus «■ 1 l'un ;t |mm- l<-v «léier- 
1 ni 11 er une infinité créqiialinns, obtenues par le procédé indiqué, 
et qui sont de !;i forme 


(«) 


v _fi. 

A /< — , J i 


?.i‘ B* h- M‘ 

1 - 1 ’’ 




j> élaul un nombre impair rpieleoncpie. Four tirer [3, dect svslème 
infini d équations à une infinité* d'inconnues i. 1 ) Fourier limite le 
système aux m { w ~^> r \ premières équations dans lesquelles il 
annule toutes les inconnues, à partir de La résolution de ce 

système fournit pour j r une valeur 3"' dont Fourier cherche la 
limite pour /// iulmi. (le mode de résolution prête a bien des 
objections: dabord il u est pas évident pue la limite des Vf! soi! 
une solution, puis d nVst pas évident que cette limite soit la seule 
solution* Comme je n'essaierai pas de rendre rigoureuse la méthode 
de Fourier, j emploierai un procédé de résolution peut-être plus 
critiquable encore, mais plus rapide : le proc édé des coefficients 
indéterminés ( - i, 

Si nous ajoutons 1rs équal ions (a ) mu lti plier.s resperlixornent 
par des facteurs A t , a 3? à ;> , . , ( , on aura 

f ^r — 1 A ] — X3 A 3 —t— X5 A 5 H- , * * f 


( Kelalivrintîiil à de panais systèmes déquatiuns 011 pourra cousu lier des 
U a vaint dr MM. Poimairé (Btdt. de fa Soc. math, de I r rance, î Mil H Xl\ ), 
Bord (Annules de l'Ecole Xormale, armér 1 Ngo ) T vnn kocli { Act. Math., L \\ 
rf \\ l ), Cüzzariîga ( I un, di Mat.* années 1*97 rl jNg#). 

■’ ) Il pai’ail d'ailleurs Idrti difficile, sauf peut-être pour le ras pa rl i eu lier <u j f 
■1 la période ït, de rendre rigoureux le procédé qu'emploie Kourier pour déiiT- 
" a fier les Jî ; pour Je cas simple où f ~ .i\ ry qui est le premier des exemples rie 
i uurirr, ]e^ sériés qui ligurenl dans les équations (a) mu! divergentes. 
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À c ' n | K | | I | O t| 


que I on HtL pour q entier punitif di Henni l de t\ 


eî 


O - X] ff -f /.;£/* H- X;, f / * H - ■ - ■ 

i = X t r 4- a 3 r 3 -h X 5 r s H-* . .. 


La finie tu m 


tu | ,r f — h | £T -5- /. ;i,T 1 H- A 5 - 


ci< 111 dune être une tunriimi entière impaire, nulle pour .r entier 
différent de ±r, égale ù s pour r — -h / ■ On peut prendre 


, 2 r sm 7i./ 

Ii> (Æ?) = (- I ) r ' —-— 

r 2 — .r- 



11 mi, puisque 1 \ p égale f? (ci) au signe pn s. 







; 


i 






Founer ordonne la quantité entre crochets suivant Les puissances 


CFoissciules de les eoeffîeieiits 

r 

la formule de fa\ lor el I on a 

§ 


de ees puiss.uiees sec dc uleul par 


ts 

ft 




r 




/ u ' f t: ï 



• ' • St loti n‘apercevait pa> rtlle forme parte u liêi-u do <w f./ - npendant a la 
question un pourrait former la fonction entière tij(ar) T connaissant scs zéros, à 
l’aide de la méthode de VVeierstrass ; on serait ainsi conduit a J;a fonction w c } 
choisie dans le texte. Mais il est bien évident que cette fonction n’est joo la 
seule qui satisfasse aux conditions imposées à ta / ) T son cube v satisferait tout 
aiissj bien; aussi la méthode de résol ut ion du texte est-elle tri; s critiquable \u 
sujet ilt i l'indétermination qui se rencontre ici, voir une Vole de \\ lîord s« 
i' interpolation ( <'amples rendus, mars iSo; • cl sou .Mc moire Sur les séries 
détergentes t itt/ta /es de l Ecole normale, p. s,j ). 
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Pour calculer la quantité entre crochets, on rein arque cjn ell e 
égale s('rc), en posant 

${&) = /f a? ) ^fa?) -+• —r/< 41 ( æ 

l ne double différentiation montre que I on a 


l d- s 
r- dx- 


fl* U 


équation linéaire dont l'intégrale générale es! 

r* 

s = a cos rx h sin rx -+- r sin rx f fi x \ eos rx dx 


/“ r 

r ri i - r.t I f { x ) si il rx d i 


a est nul, car < doit être une Imietion impaire; de "orte que, pour 


X = cm a 


/■» i« 

,v ( n ) — ( — i ) r_ 1 r jf y (x ) s l n r x dx, 

■ o 

cl, par >itite* on trouve pour* V I expression rlassitpie. 

La médit aie de Kourier est intéressante suri ont à cause de 
l'ingéniosité des transformations qu eileelue Fourier* La première 
méthode d'Euler, dont il a été parlé au u° 15. permet aussi d'üb- 
h inr la formule classique par de> Iransfurmahons analytiques. 

Sent la fonction 

f {x f = ^ À /t cose x \ 


transformons»!a à Laide de I identité 

>J* 1 cos Px — cos p r -h C }, Ce si p — >, ).e -r- (\j, cos ( p — 

le sert 11 id membre étant continué jusqu'au terme en COSJ? ou au 
terme constant. Ordonnons le résultat obtenu par rapport aux dillé- 
renls cosinus, mm.s ni» te nous une série tri gouo m étriqué île cosinus, 
le coefficient de cospx étant 


% t> — 


V fL 

■ > p — ■ 


C 5 X 

d f *+2 1 }> "2 


p t V 

> r) ■' } >*-* 

>/>^+o 
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Ht. 


( ]r résultat e*l du a lyiiler; pour transformer I evpressin>ti de 
nmh remarquerons que I identité indiquer entraîne 


rt - Tfc 

j l'DSÏ./TDS f/r — O 


1.11 


- v -z 1 

— n 2 


U/ 


/ 1 ? 


lu première lonnr convient au ras mi y est plus petit que p et un 
cas un q ■—yu esl impair, lu seconde forme convient aux auire> 
ras, I )e la résulte pue I on a 

n ft = — V f/ / c os7 jr cos/? t dx = — j J "( or \ eospx dx } 

pourvu que la série V^eos^r soit convergente dans mi, -js — ), 
s T obtienl par un procédé analogue. 


19. Séries de Fou riet\ — Les méthodes du numéro précédent 
ne s appliquent pue dans ries ras Irôs particuliers; dans les r;o 
où les méthodes du n ,h 17 rappliquent, celles du n l l(i s ap¬ 
pliquent aussi, C est donc ce u" HJ put nous fourmi le résultat !e 
plus général, mais il ne répond cependant pu*. à la question que 
nous nous étions posée : quelles sont /es se/ tes teignnometriffues 
propres à lu représentation d'une fonction donner, \ou> revien 
flieie - ni eo pri'idèjio- .ni ( .lia pitre \ ; lr* ( lia pii iv. Il, III -.U I \ 
seront consacrés à I élude des séries Ingnnoinélriques remar¬ 
quables dont lés rueflieients sont dminrs par le > formules d finier 
et de Fourrer, séries auxquelles, sin\ ant Fhiàbitiide, nous donne¬ 
rons le nom de sériés de Fou fie r. 

Pour éviter toute confusion, il importe de bien se rappeler le 

/i 

sens pu on est convenu de donner' au signe j (n° lU). Pour 

qu une lonclion ail me Lie une série de Kourier, il fan! et il siiftil 
qil elle soit sommable, auquel eas f et f\ ont une intégrale- La 

(onction - sin-* par exemple, il a pas de série île Kourietg bien 

pu ti\ ee la définition ordinaire de l'intégrale, définition pue amh 
il avons pas ai lo|itée, elle ait une i ntégra 1e, 1 ,« J > ^érie^ pu <m ai il oui 
lirait en donnant aux intégrale* qui ligurent dans les Imiuule* 
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il Eli If T cl Foi mer un au I re sens que re| u i qui acte adoplé ici, je 1er, 
désigne par le nom de srries de Fourier généralisées. Je ne nveu 
Occuperai pas ; non pas parce que cés séracs sont moins intéres¬ 
santes que 1rs autre*, mais parce que je n aurais presque rien à en 
dire ( * 1 ), 

J* ex p ri me rai la correspondance entre une fonction et sa série de 

Fou rier par la notation 

fi f ' ^ -h i n i l'os.r 4- // 6 mi r \ 4- ( a .» rus -a r -h />* SI n K.r ji 4-, * p , 

A 

empruntée a VL Hurwitz cl qu’on. pcul énoncer : f{.r) a [jour 
série de Fourier la série ~ a it + i a % eosjr -h 61 simr) q-., ,* 

iuciu dans ce qui précède. ne nous permet <1 affirmer que le 
signe pe ut être remplacé par le signe = [mur toutes les fonc¬ 
tions qui ont une série de Fourier ( 2 ); nous rechercherons dans 
les Chapitres 11 et III des romlüioih sous lesquelles ta série de 
Fourier d une fonction f est convergente et représente /. On a 
parfois prétendu prouver la eom urgence des séides de Fourier par 
des argument* physiques: pa r cArinpie, on a dit ; une lotie lion fy.r) 

< 1 * 1 | >é ri ode ït: rî t onti u m peut rire considérée coiiiiue définissant 
la position au temps r de I exlréimlé d une lame wbrante. Celle 
lame rend un son qu’on peul décomposer en sons simples ( un son 
fondamental cl ses harmoniques) (pu correspondent a des mou- 
% « tu en 1 s pour lesquels x ) aéraient rfemplscés par des fonctions 


•: 1 1 \ lorcao. lui sens .1 donner au signe j <Ici 11 ^ [os formules dKubr vi 

Wfj.' 

I , 'ninj,|, la 1 h f L i ' mi île l'integra le a éié [hyi'imt pa e 1 Claeant,, Fini rit r P ] ) jriclilet, 
liiemamk. 

{- ) Odu u été cépcndanl admis parfois Par exempt’*, liirn qu'il pa rie .t certains 
ru il 1 - n i.s (li- la nécessité de droih 1111 ivr la couvorgrnrc des -éne> [ ri gojiunictriqurs 
quil forme, t'mirier semble ..nliin-ii rr que huile fonction qui a une série de l'ourier 
pi-ul être représentée par relie série. Y vaut lui. éhinaul écrivait an sujet de Ja 
méthode de déterminai ion des corfficîeats indiquée au 11 e 17 : # üu avantage de 
la formule précédente, c’est Fu ni versa Blé de la construction qu’elle donne; elle 
«■M lelle qu'on peut rappliquer a d, s fuio lions de î brauroup plus compliquées 
que e elles qm- ]’ori a lraiiéc> jusqu à présent. Dans les cas où la loi de la fonc¬ 
tion ne sera pus même donnée algébriquement, dans ceux où la courbe qui 
l r\pmne n^ M-roit donnée que par plusieurs points, notre maniéré de résoudre la 
série guppliqueroit avec aillant de facilité. » 
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de la forme z p cas p(æ — ). Doue fia: i est une muté . île telles 

fond hui s. 

Il est évident que cet argument ne pmi mnplai'er une démon- 
s Ira Lion mathématique. D'ailleurs, et cela infirme tout essai de ce 
genre, il existe des fondions continues non ilévêkqipahles en 
série irigcmoniélnqne ; cela résultera des (Chapitres l\ et. \ i 1 u 


(■) haris un Mémoire du VI. flmissinesq ( Journal de Liouetlfe, sNm , on, nnu- 
%era d’autres arguments en faveur de la convergence des séries le- Fourier. 
Je signale la méthode employée au paragraphe I de iv Iravud: quand on la 
deveînppe l'jguiirriiseiîît ni romiru 1 i\i fait VI. P. Staekul {Rouvrîtes I ttnafes de 
. Math èma ti q tt es , njnj ). ce LLe méthode, qiiVui peut rat La cher ni un Hn inéme de 
Hïemann | voir Leu essoue, Sur tes séries t ri gono mrt ri tj u es ( -I anales de / ' f-'cole 
normale, iquÜ )j, est susrepLible de uoinlmir a une dé [im u-ira t \* nt t Jr la runver 
gcncc des séries de tonner, valable dans des ca- étendus et qui e<f la plus 
simple et la plus intuitive que je connaisse. 






















CHAPITRE 11. 


THEORIE ELEMENT UIŒ ï»i:s SEIWIvS l»E l oi HIER 


L 


Sn\l\| \ I I ï > N Ul‘ SKïï lKS Tl! I fiOftViM KTU KïlI N 


20 . (* en erit Ities. Lor s q u une séné trigonométrique est cIonnée 
■ kl i la loi de ses eoellieients* nn ne su 1 1 pas. t u général, recon¬ 
naître >i elle est (^otupi^'cnlp el (“m ore moins ealruler sa somme. 
Mais, lorsque la loi îles eue! (ir irnl s est très simple, re qui arrive 
fréquemment dans les applications» on peut parfois calculer la 
somme de la série à I aide durhlîces tpi d est bon de connaître et 
• jin uni permis de sommer bien des séries tiagrmomélni[lies avant 
les reelirrelies générales sur les séries fie- houricr* (les artifices 
manquent de rigueur; il sérail souvent farde rie compléter les 
raisoimeminls, mais cela est tout à fait inutile, car, lorsque ces 
Ji übees nous oui lait prévoir ipie la série IngonimiéErique donnée 
représente probablement telle fonctionjf{j?) î nous pouvons vérifier 
que cette si aie rsl la M*rie de I ourier de / (æ) et, par conséquent, 
mais pouwius appliquer les caractères de converge 11 ee qui seront 
donnés 



2L Procédé d Euler et de Lagrange, -— Je prends rumine 
exemple la série (C ) 


<<:) 


i ^ i 

eus r -* us Sx -t- r cos >.v 

\ i 


Cette série est la partie réelle de la série iZ.) 


i I ■ i 
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iMU'inu: il. 


quand un v l'ait z = y» w '; alors- la partie imaginaire de ( Z) est (S) 


<S ) 


I . .. t . - 

Slll.ï' - — SMI > .1 — — '111 1,7'. . , . 

> I 


Or on reconnaît la série 1 e’esl celle qui représente la déler- 

minali.le are tungs, holoinorplie dans le cercle | z ! < i, qui est 

nulle pour ” = o. 

Si l'on ne se rappelait pas ee que représente i Z), il suffirait de 
dériver la sériel Z) pour retrouver sa valeur r 


IN C I illl“ ^ 


-f 

* n 


dz 


_ -j 

«y ‘ 


il 






- _ - } 


» I 


I - / 


l f ,Iz = _ £ e 1 + i z 

l J. \ —zt A v \ — î Z 

* D 

arg f -- ~ ) -h 2 A t: 


on désignant, Miivaul I habiludm par \ %\ r! arga le nmdulrel I .»r- 
^'11 nient de ?.. ( Ionune t;l > ;ig r M de la dél emi ma I ion liol mmrplie 
dans In rende I i, un dmî prendre Â — o. Pour 5 —on a 


I —H - i 


e o s r 


il' 

\ — t a ti la — 
*1 




/ ^ 


t sim a 




i -r- latii; 

•A 


- .r 

— / tan IA - — " 

1 . h. 


->• 


arc ta si u ^ = dt - -— - JT 


/ 


a - s [f-ïj[ : 


T 


dans celle formule cm doit prendre ou suivant que 

i i 1 

tanü I - — — \ esl positive ou négative. 


TC 


En définilî\e 7 nous trou \ agis que ((') représente -t- d,m> 


^ ~ “ * -+- ) 
a > / 


r\ 


- i" 


7 dans | ** — ); pour x ± -< C i a évidrm- 


ment une somme nulle* Quant à (S), sa somme peut toujours 
s'écrire 


: < la» S* 


y “ # 

\ 'I * 


ergenle 


pour ,r = zb ~ la série est < 

Cette méthode esl celle que Ton emploie le plu» souvent dans la 
pratique : elle s applique à toutes les séries iri>»oniHnélriques <pu 
correspondent aux séi'ies entières que I nn sait sommer, par 
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exemple a relier «j u on déduit par des 1 1éri\ ntions, des intégrations 
ou d ch uhungvmeuls de xanaides, des progression'' géométriques, 
de> séries exponentielles, des séries liypergéomélnques. 

Lagrange, qui, uvit Pu 1 er. I ;j employé I un des premier-, pré¬ 
senté cette met In h le HiilremenL < 1 >. 

Pour -ommer ta séné ^C), Lagrange v eut remplaeé ros nx par 

ginj. _j_ g—inx f _ 

- j il aurait été ainsi conduit a calculer la demi-somme 


7. 


e~ Lt . 


des valeurs d e tZ) ? pour 3 = 

( >ue Ion donne à la méthode I une ou 1 autre ! orme, elle n'est 

v 

rigoureuse que si l'on a étudié, pour 3 = t * la série qui joue le 

rôle de Z î. On n étudie guère dans le> Cours la série ÇA) que 
pour j 3 < i; cillai notre méthode de sommation appliquée à (C ) 
et i S n esl pas entièrement légitimée. Dans ee cas particulier 
elle conduit à un résultat exact ; mais, dans d autre* c as, elle peut 
conduire à «tes résultats incorrects; e es! ainsi que Lagrange écri¬ 
vait Légalité 

i 

O ==-1- eus X H- ÜOS 'JL X -e * * *, 

*1 

alors que la série du second membre test divergente, comme on le 
voit eu calculant la somme de *cs n premiers termes (-). 


Procédé de Foiirîer, — (Uiaud on a sommé une série 
tngonomélriqlié, ou en déduit par des intégrations et des dérisa- 
t ions de nouvelles séries qu’on sait sommer. Je n’insiste pas sur 
eu procédé; il manque de rigueur parce qu nue série irigonomé- 
Irique n est pas, en général, dérivable terme a terme ( n ü o \ ). 

Pour lu cas de (C) Fourier a employé* un procédé intéressant, 
qu on peut utiliser dans d autres cas* 

Soit S, H la somme des m premiers termes ( m impair), on a 


m 


/ r 


= — sin x — si a j ./ — o i l > r 


siu à mx 

-i c ■ J . m — \ j = -- ■ - 

» eus j - 


i 1 ) loir '«m premier Mémoire : Sur la nature et la propagation du son 
(Œuvres, i I, p. n>o}, 

i; • U f;iul remarquer que, u la méthode peut conduire à attribuer une somme 
a une série divergente, elle ne peut jamais conduire à attribuer une somme 
ini'XiiCLc *i n ne série cou vergenLe ; cria résulte d'un lliéurrrne .i \|n I qui est rap¬ 
pelé un peu plus loin (ii° 25); voir aussi { n* 31 )* 























MiwMTKi: n. 


:>6 

I - * 

I HJ 




si II j ïtl r 

—-- itX. 

Cns.J 


Intégrons pl usieii r> fnh fie suite par | »art ies en etPUsidéraiit 
h h :wn f tlj' «ni eus 2 nifi j* coin in r tmr dérivée: mms ivucüiilrr- 
rons tirs diffieultés provenant de re ij11<■ rus,./' s annule. nnus ne 
îifius en préoet opérons pas et nous \ ri hiv ermis que a égale une 
eousUmte plus la somme des premiers Le ri nés de lu série 


<*1 IS i //f r MT r 


3 //f 


«j «N 

jp - m - 


%mx sec r 




, W/ 5 


cos j m r sec a? 


■ * ■ v 


où les aeeenls indiquent « les don v ées. plus une intégrale complé¬ 
mentaire* Fourier admet que ectle intégrale eompléiiieulaire (end 
vers /«éro, quand on prend de plus en plus de termes; il admet 
doue 11ne fa y i le preeedenle représente S,„. f h\ quand un \ Lot 
tu = x, (die se rnlint à une constante, la somme de • Gi is| doue 
indépendante de ./ ♦ 


- 


Les valeurs r xeepliomir Mes : zt - soûl évidentes; il suffit 
alors de voit' à quoi nr réduit la sérié pour ,r n mi t. ptun eu 

conclure que (G) égale + -, dans I — - * — ) et — ~ dans f—i 3 - j* 

lui méthode de Former est sujet te a lu en des oLjeelmus, et il 
ne serait peut-être [ras très ijilfieîle d imaginer des exemples ou 
elle conduirait à éi rire une égalité inevarte* mais il ur lattl jm> 
oublier que, eu ni me la met li ode jut rédente, elle a permis* <ivanl 
les recherches générale* sur les si ries de I* imrier. de soirine r le*, 
séries Irigm nuiléh'H[lies les plus simples, relier qui soûl au- 
jourd Lui encore le** plus importantes pral iquenirnt. La s. ; n<' (G; 
a été* sommée pour la première lois par Fumier. 

Oïl t ruinera d a ulres sommations intéressantes dans le Mémoire 
il \irel Sur la série du b/nome {Journal Je i relie. L l'|. 


IL 


E 


Tl Dlv ! I I M K VI U Et ï UK U (ONU liCOtJ 


— -î, Principe de la méthode. — Pnur (jm^ les séries de Fourier 
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|>uissent semr i'i 1 ci représentation dos lonctions i niilinnés. î! faut 
que, une série Irignnniie \ r i c | ne étant donnée. il v ail loul au plus 
mtr fonr ho El rôti tin ne admettant relie série pour série de Fourior. 

Il est bien rlauq en dleL que. si doux foliotions nmîmiH> *1 1(IV — 
renies a va i ont la moine -orie do Fmirier. elle* no pourrai eut rire 
toutes doux égale-* à la somme do relit* séries e! rela quelque 
soit lo procédé emplové pour attaelier uuo somme unitjuo à la 
si*rie, t[Uo or ^o 1 1 lo procédé ordinaire ou loul autre procédé do 
>ominahon. Nuus nous assurerons tout d abord qu'une bmotion 
continue is| déterminée par sa série de Fourier. 

Ceci fait, il nous suffira de reeliorolior à quoi Von peut recon¬ 
naître t ] (i une se ne I nponmmi r ique, ilnnnrr par la suite do ses 
coefficients, esi unifomtémrnl convergente, ri dans quels cas les 
coiidilinris ainsi obtenues ^mt remplies pai 1 la série do Fourrer 
do /. Lorsqu on se trouve dans I un de ces cas, la fnurtiun ron- 
tiuue / est repiv-ienlalde par sa série de Fumier; nous savons, eu 
o 1 lo L qu iiim ■'élit trigomunetrique uniformément ronv orgente est 
la série do Foncier do la fonction eontmue qu <11 o a pour mouline, 
eolle smn me ne pourra être di Héron te de f. 


V J t. Détermination *! une fonction par sa série de Foitriev* 
----- S il <*xisIair deux touchons cou1 1 tuios ddlérenies avant la 
même série de Fourior, leu r différence serait uuo fonction oon- 
hïiiio . parloiil mille ''I dont la M-nr rie hmiirc -riait iden¬ 

tiquement mille ; il f o u t démontrer pu ers condition-* Mini ineom- 
patildes. Lu d autres termes : il tant prouver qu d v a eonl radie! ion 
a admettre à la fois quo f\ \x \ est une louct ion continue non partout 


-i -• ~ 


nulle, et que ['intégrale f f{ .r ) z{ .r) c/.e est nulle quand »(«£) 


d 


galecos/?# ou sin/>./\ quel que ^oit 1 entier positif ou nul. 

I le la première hvpotln >r il résulte que, dan^ o, ’* r), on peut 
trouver- un intervalle ff. f*) dans lequel 1 f mrpa^se un nombre ta 
mm. mil. Nmi> supposerons que / est po.Mhv e dans ( rf, h ), ce qu'on 
réaliserait au besoin en changeant f en /. Ile la seconde hypo¬ 
thèse il résulte que l'intégrale considérée serait an>>i nulle si Ion 
v remplaçait s \ r i par une suite finie de Fourior ( 1 i ou encore, ce 


f 1 ) Ll'esi-â-iJir« une série Lri^onnniétri l| ix-e limitée. 


















i U \ l’iTUK < 1 ' 


.18 


qui ri 1 vii- ii t au mi'nir, parue pohuomr quelconque en eos.r . 
u un s 


l't r 


• v — 


v — i 


/ a ■+- /» \ 

nos ( x —--— I — 


rf —- h 


COS 


t 


*£ est supérieure ù i dans U7, h\ ; daiir* ( u, a) et f •.-» — j, -L j est 
inférieure a u Ouand nu lait au^meii 1er indéfini ment l'entier //< 
Ÿ émît indéfiniment dans tout mlcivallr 17, ji mmpletemenl 

intérieur à { a, h\, ri, nomme dans (a, />) f surpasse m. la ronii-i 

r 2 ït 

billion de i intervalle (a* h) dans I intégrale j /b 


augmente 


■ it 


indéfiniment. \u contraire, la contribution de (0, a\ et (b % :i~) 

«lîins l.i mriiic inlr^rtilc c*f Imij.s, mi valtuir :dH<tlii(\ iniV-iiriin! 

;i (‘i~ — A + c/)M, ^1 le moilnle de f ne sumassn jaMiiiU VI; Il 




e^l donc impassible que / /b (Li suit nulle quel que soiI n* 

* (Y 

fieux fnnriions t'untinm*s fHffèvrnh** u/// tfrs srrirs dr h'niiri* r 

différentes* 

hn poursuivant \r raiscnmemrnt, un verrait que de ux fondions 
ne peuxeut ax01 r la meme série de Courier que si elles diHêreul 
seulement aux points d un ensemble de mesure nulle; il est d'ail¬ 
leurs (vident que, dans créas, 1 rs deux fondions ont rlTerlne^ 
meut la même st rie de Kourier, Celle 1 généralisation sera obtenue 
incidemment plus Iard* mais un [peut observe] que ce qui préc édé 
suffit puni démontrer que deux t'ourlions, 11 axant qu un riomhn! 
Imi de points de discontinuité et qui ont la même ^érie de Kou- 
ner. ne dillérent qu eu certains de le urs points de dise*mlmiuté* 


-o. f ransjortnaiiotï dWbrL Ihrorrme dr la moyenne. — 
Le terme général d une série Irigononlétrique de ^i 11 n ^ ou de 
cosinus m k présente pn> la tonne d un produit de deux fadeurs. 
Il en est de même, pour le terme général d une >mr entière et dr 
bien d autres séries: aussi est-il utile d’avoir des retirejgiirmenLs 
généraux sur les séries de la forme 

tt y r 0 —ff j t ’ 3 h— il » r -j H - * * .. 

C11 peut, évidemment, affirmer la rom urgence absolue d une 
telle série quand, la série !//, étant absolument eoovrrgenle. 
















nu tum: ëlhmemuue m:s sieues i>e poemer* 


3tj 

e,- est Imrm-cï* c'est-à-dire quand | 17 j est, quel que soit t\ inté¬ 
rieure a KBEi nombre fixe N » 

S’il vagît il une série à ternies variables,, on pourra affirmer la 
eonvergence absolue e| umforme quand |c/| sera uniformément 
bol liée, re qui \ eu l d i n ■ q 11 e \ 1 1 o l I rire indépendant de / V\ des 
variables, si, de plus, la série A u f est miilormémenl eonver- 
petite : ou bien quand e, tend uniformément vers z< ; r i pour 
f eroisscint indéfinimeut, et que, de plus, A|/f ( -| |f sl convergente, sa 
somme limit uniformé me ut bornée \ je dirais simplement A ] a { , 
est ninformé meut bornée i* 

V ces cas de rom urgence évidents cm peut eu ajouter d’autres 
obtenus par I emploi d une Irausbirmation qui semble avoir été 
utilisée; loul d'abord par Kuler, et dont I linporlanre a été bien 
mise en évidence par \bcL d’où le nom de tr&nsformf/fion 

<1 \hef qn on lui donne généralement* Posons 


= r 


U 


ri 


-1- f 

« * * (.i 




n t — m+x - 4 - Mu ; 


■ •n a fuient i lt ; i \ i deult 


ft il !’h> -J— U [ ê | H- . * . —i— lt a C /£ — A//,, 7() —i- Am j j | —r 


Mi. tt ] + ilfi 


qui transforme une s.me de n + f produits eu une somme ana¬ 

logue, St I on faisait jouer aux ^le rôle des v\ aux Ao le rôle des a ; 
i l* si rôti rangeait en ordre inverse les termes du second membre, 
Iri IrausfonuaLtou d Ybel, qui vieil! d élre indiquée, permettrai! de 
repasser du sec ond membre au premier* 

Si ui^i tend vers zéro avec \ 

t 

r im \ergenle en même temps que la >érie AAque lui fait cor¬ 
respondre la trandormahon d Ybel; si tu^i tend uniformément 
vos /V r e, de la convergence uniforme de 1 une mi pourra conclure 
> la convergence de I autre, Kn appliquant à AA///?,■ les condi¬ 
tion-' lie convergence déjà Iruuvées on a pour A m 17de nouveaux 
cas de eoiivenience c 


vers zéro avec: ~r? la série proposée A« £ e f sera 


' i> 


pie j rnuiiri 


tv est 


ka série A tu (-7 r st convergente si teno vers zéro, si 

bornée e( de plus, AA// £ esl absolument convergente, 

La série S UiVi est uniloriuémeiiL convergente si 57 tend tmifor- 
me me ni vers zéro, si A Am, esl uniformément bornée ainsi que 
tu : ou encore si t,- j est uniformément bornée* si A A/o c&L 
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uniformément coinurgente el si, de plu*, 7 iii t Inii] uniformément 
\ ers* /cru. 

La transformation d Mm! peut être appliquée de bien des ma¬ 
nières; d abord on peut faire joint aux ^ le rôle (h > c ci i 11 v er^e 

’ 9 (■ f t 

ment el puis on peut remplacer /// par y.ju ( et t' f par » a> riant 

une fonction <i<" i rom enal>lenirnl rlimsie: dans la praLn|ne il v 
a soum'qI avantage a prendre a, = ( — 1 7 . I l\i 11 1 res fois il est légi¬ 
time et a\anlageu\ d .appliquer la I ra nsfuimat ion d Miel plusieurs 
luis de suite, ce q u i rond ml à des 11 Midi lions de nm\ rrgrnrr où 
interviennent les dillerriir es d ordre supérieur des nombres u t , 

\ oii i l'application la plus connut- de la t ru usfnnna t ion d Miel. 
Supposons tpie, dans eerlaines rirnitelanris [pi d e-l mutile de 
| ïrérisrr, les Uf bornés tendent tous \er- 1 e| supposons que I e> r,. 
Soient constants et forment une série ron\er^enlr de somriie t: 
demandons-nous dans quel les rond i t ions 1 //, 17 est u ni I onnémen I 
rom ergenle, auquel ras - 17 tend vers t = -c,. 

IVal lord, quand — | ///1 est uniformément bornée; ensuite, comme 

dans le ras ou ti t tend \ers zéro jure ~ et où 1 lu { 1 e%I uniforiru 

t 1 

ment liorno 1 , on [lent écrire 

1 u t v t = I 7 , Au/= a(’ 0 — - I t — 37 i A// ; 

quand ces rondilinns sOîlt réalisées, | r i en me£g 6 £M$C est uniforme* 


^ t . , '^ k 1 if ^ 

lai faisant e/=«/.r^ et tf ( ~ ( — j ou a la démouslra I ion edit" 

si que du théorème d \be| sur b ^ seriez entière h qu on \a bientôt 
utiliser in' dl 1. Le ifiéurrme général sera utilisé au n 08. 

s 11 

\ oici une autre euii^trunence tir la translnnuüliüii il \ lui. 
Su l‘l >OSU Ils les nombres // |(1 U { , .... u t( positifs et décTnissaiiLs. 

notre identité londa mentale montre (pu 1 la somme 


-n= «pi'n+ //j e 1 


. . — ff » ' 


fi 1 fi 


rsl (*tiin|>l'i>r rnli r ir> dru\ pruditil •. nlilrnii' ra iiiiilli jili.ml l< 
plus grand el le plus petit des nomlu*es 7„, t,. .... par 


A//,i “h A/^j -1—. . . - 1 - AfOj —n H- fl rt — 


. ff 


(amsidérons alors une intégrale de la forme j ttv f{j\ dans 
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laquelle // est une iniichon positive <1 (Croissante f 1 ; divisons 
(a, h \ en n -h i segments égaux, de longueur h + Soient c rM 
// f c,. ... les valeurs de hi fouet ion à intégrer [tour les ori¬ 

gines des segments; fi^ ti serti une valeur approchée de l'inté¬ 
grale à calculer. ( liite valeur approchée est comprise entre le plus 
petit et le plus grand de- nombres comme A 37 est une 


, tt 4 - ih 


î 

+ ■■ 


valeur approchée de f e d.r et pue j v dx est fonc tion nm 

1 rt * if 

ti nue de ç, nous concluons pue l'on a 




? 

*■ 1 


^ if dx -- d i 1 j c Ær, 

rr * zi 


; étant compris eut re o cl //. 

Celle égalité» est connue sou> le nom de second théotémv de 
fa tau semu* : clic c^t duc a Ossîau Bonnet pur l'a donnée dans son 
Mi ■moire *SV/- /e,v séries h i ^otioméirujues ( JAwoérex c/e.s savants 
étrati xet s publiés pari Neadéube de I îelgipue, 1 . \\lll), \\ cier- 
strass a indiqué un autre énoncé (pii. grâce surtout aux recherches 
de [\ du Bois-Revnioml, de MM. Ilint et .lordau, est maintenant 

mr 

I un des plus géuérau a que I on connussc concernant les tondions 
intégrables au sens de Riemaun. théorème a servi de hase a 
plusieurs des recherches sur les séides fie Fourier; comme je ne 
mVn sers irai pas dati> la suite je ne ni v arrêterai pas davantage 
et. pour ce qui le concerne, je renverrai le lecteur au second 
\ o lu me du f \rats d\ ( tut f y se ,U- M. .It ml an» 

m/ 

Du second théorème de la movenue nous 11 'ut 11 serons pue 
celle conséquence : ou a 


r ù 

f uv (f.r 
\' f <* 


UV'. 


I étant le maximum de u dans \a. h) et v le maximum de 


N a 


j v dx 

* a 


(piand y. et j varient entre a et 6. crus cette forme 


( Je ne m 'ucrupe in ijiie [l une iiilé^ralt* au srn> 1 h v Itiemüini 
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I* 

noire théorème supposé seulement n monotone n" 3 \ cl de signe 
constant * 

26, C om fit ion de convergence d Une sém* t rigonomé triffue. 
— I ne série trigonornélnt|ur peu! ton jours être cousi durée rom me 
ici somme île deux séries dont I une ne roulienL que des rosmm et 
l aulre <]ue des sinus : étudions séparément ers deux séries. 

Soit doue la série 


t Ci — e ft [ i 1 o v „/■ —e f i • £‘i is *— , 


(die est évidemment uniformément cntrvt t'petite tfuund ht série 
est absolument convergente. ( e cas de eon\ urgent e se dé¬ 
duit des résultats précédemment obtenus en posant a t — tt { , 


v 


et 


7» Ci ens/ ,r ( 1 ) : taisons maintenant la transformation 


<1 \bel en consentant ns notations, alors {voir il 17 , en mile) 


<T, = ~ 


i fS.r 


-+- rus * x “ 


SI B { 2 * -h I ) - 

“2 

, T 
2 SUI — 

‘À 


7,|est imdormément bornée dans tout i il Un x al f <■ ne rouhnaiit 
aucune valeur congrue à zéro, llouc, dans un tel mien aile, fa 
sème considérée est uniformément convergente si 1 

est une série convergente et si a tend vers zéro avec \- 

* i 

Cela a lieu en par lieu hcr i|uand les a t sont tous de même signe 
et vont constamment en décroissant jusuu a zéro. 


1 >re 


nous ruainlcnaul e iF = - ? e/ — ( - i )* rosé/', nous aurons 

JL 


1 

= — — uns,/ h- vos ua? H-. . .-h i — i i 1 cos/.r i — i i' 

i 


COS ( 2 i -h I ) 


2 


r 


* o>s 


a 


■* * - 


dont , dans tout intervalle ne rmilenanl aucune \aleur congrue 


i 1 ) üicii entend n u ï ciiiiimt i.Uiris Je liuim ru pi rrraoui. / t>l lui ciiïht; nu ii'jj 
pas r -e I — ti. 
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a rr, la sérié est uniformément roneer pente si 21 Ui + €tj+% | est 
convergente et si a; tend vers zéro avec ! * 

t 

Cela a lieu, en particulier, quand les ni sont a 'lignes alternés et 
que | ai\ décroît constamment jusqu'à zéro. 

Les valeurs exceptionnelle^ j: — u, x = tt doivent être exami¬ 


nées a part. Remarquons encore que 1rs deux procédés qui viennent 

d être employés ..* ap|diqiier la transformation d'Miel lie sont 

|ias essentiellement différenIs ; ou passe de l’un à l'autre en chan- 

I- JF, 


-eant x en tz 


Si I on opère d une manière analogue pour îa série 


èi - î 11 ,r -h h .. h n ■>. ../■ 


nu trouve qne celte série est uniformément convergente, dans tout 
intervalle ne ronteuaut aucune valeur congrue à zéro, si b t tend 

vers zéro a ver 4 et si 2 /;/— est rom ergente ; elle e>t uni- 

formémenl convergente dans tout intervalle ne contenant aucune 


valeur congrue à “ s se /; f tend vers zéro a ver - el si 

est convergente. Ici I mm est toujours assuré tir la convergence 
pour les \ idciirs exceptionnelle^ u, t:, niais il se peut ijuc la conver¬ 
gence ne soit pas uniforme autour de ces valeurs; nous en verrons 
un exemple d ici peu < n" en note), 

Pour que la Iransfurmation d Vhel conduise à une série de forme 
simple. il e>t bon, quand ou I applique à une série de sinus, de 
prendre mm terme c„ dîHcrent connue forme des autres termes c/ 7 
aii^i cpie nous lavions déjà l.irt pour les séne^ de cosinus, On 

pourra prendre, par exemple, e<, = 


1 :r 

- col— - e 

2 > 


SI IU JF OU 


v 


Ü 


- Lang j\ e f — i—• n' siliLr, ce qui drmnera pour ?,• les deux 


v a leurs 


, x 

CfJS 1 i t “h E I" 

m JL 


J' 


O 


— ( — * y 


f SMI 


X 

I11 I > i -i» I I — 

> 

/- 

\ Cf»S — 

'2 


En primant ns préi aillions, la translortnalioii d Abel appliquée 
à une série de sinus on de cosinus conduit à une nouvelle série île 
sinus ou de cosinus pourvu qu on en multiplie chaque terme par 
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77 ' if' * , 

, 4 >iîi— ou a t'o s - ( 7 e la permi t il obtenir de nmiv eaux eus de con 

“A 2 


\ rr^ener. 


Parlons, par exemple, île la série ïr/, rusér ; pointu que a t 

, a» 

tende vers zéro, nous la transformons en S (a/-—sin(âf-Hi) - 

ou en 17 f— l ï 1 (r//-h *7/ +i ) rnsi a i -+- r ) - Sans nouvelle UypntUèse. 

nous avons le droit d appliquer meure la Iran-dormalion H \lxd. 
et ! (Mi voit que la si’tic propusée est miifurmémenl rnmcrgnile 

clans tout intervalle ne contenant aiienue valeur remanie a o, 

■2 

1 TT 

7î, — i si ! une des séries 

2 


A( m — afl/ +] -+- rtf+î >, 1 ( ^ t -s- «/+*)» K r// — a/ +! i 

est absolument rom eryeule. Laissons de rolé le caractère de 
euti v eri;euer rclatit a r ^z, -—■ âÿ. 2 ), Us antres caractère^ truuvés font 
intervenir, eomme un devait sv attendre . U s diHV-rrnees siroinh^ 

■i'’ 

de I une des ilen \ su i lis r/,,, M a. 1M , . . : ^ (l , — a \, *&2, — o :t , .... 
Le caractère général de convergence que 1 un obtient est donc le 
suivant : ta série ^at rosi r est uniformément convergente 
dans tout intervalle nr rouf ruant a arum* vatrur romtrue 

' J JP J *y* 

a ~ tt . (p entier) si a t tend nets zéro et si / une ou Vautre 

des dru j' ,vé/ 7 e.v - A n a t . 1 À" 1{— j | est uniformément et ni ver¬ 

ge nie* 1 n lln'oréme «malu^ue est vrai pour les sénés de mius* 

Le earaelère cle r on vergence ..ni par la série Ai r/ f — 

auquel les prueédés indiqués nmd u i -.en ( de deux manière" dillr 
rentes, n'es! pas essentiellement nouveau: r isl relui pur I un 
obtient en appliquant le I liéur* me mi r le> dïlléi enn *" premières .1 la 


. V' 


série — a t rus/,/ apres l avoir déeouipnsre en Unix seriez 

A a t/ eus 1 îx T A a.,j+ ( ms ( 2 1 -+- 1 1 :r , 

Or il est évident que rrtle dér.position et les drrom positions 

analogues rom luisent tou jouis à de^ séries auxquelles on pu ut 
appliquer ce théorème, parer que notre raisonnement supputait 
iinîqueinenl 57 bornée et que celte condition est remplir si I on 
prend e, égale à eus ( ip H- h )X un a si ni y? -h /M./« que jr> suit égal 









nu:ntuK ki.i:mkntm»K m:s ^nn-.s lu koi imeh. 


4> 


à [ et h a fi, comme dans le nh rXiiiiniR' préeédemment, on que 
c ela ne sut! pas. 

Les résultats relatifs aux dilIc-Vences premières s appliquent 
rni'Dir si Ion change dans leurs énoncés a tt en a „ lorsque la 

\ M ' es! uniformément ram ergenle, pan e que, en pre- 


-i rtc 


nanl e* = 


■// 


rn- f j' 


i j 


3 £* 


/ r>l év îdemmrul bornée, Par exemple, des 


V 


cnw/.r 


es! uniformément 


résultats indiqués il résulte que la série 

ronvr rgeiilr, sauf autour' des valeurs congrues à o, doue une série 
de cosinus e>I imilonm rueiit convergente, sauf autour de res 
valeurs, si m* /f tend vers zéro et si i]| — f /* + i k/ w+( j est 

une série absolument nmv ergenle. I ne telle miiin que peut être 
utile parée* qu elle conduit à une \ériliealion simple de la conver¬ 
gence uniforme de certaines sénés, mais lr> caractères de conver¬ 
ge ■ nee q ne ] ou ohl ieni ainsi sont eu généra I [dus pari u n tiers enta ire 
<[iie ceux que j ni imliqués. 


27 . Ordre de t*rondeur des coefficients d'une série de Fou- 
riet\ Sort / une fouetîou a variation bornée ai ' 1 l u elle e>i la 
diflV-renet* de deux fondions bornées monotones de signe rou¬ 


lant 


et ( lomnie I on a 


/ 


h 

- i j 


ro> tt ./* il J' 


* x 


~t II tt S 


-j U // % 


tt 


% 


il 


I illégalité quon a déduit du théorème de la mnvenne ( n l> 25 ) 
dorme, en appelant \l> la limite supérieure de i? 


/ 


rt 


n- tt r Jr 


- M 
n 


La même inégalité 1 a lieu quand on remplace rosw.r par sin//,r; 
d t * s inégalités analogue-* sont vraies pour ç., donc aussi pour 
/ s,—* : de là il résulte que, dans les c onditions indiquées, 
les metheirnls du terme sont intérieurs en valeur absolue 

à — ? V ayant été convenablement choisi, 

n J 


2 M, f Us fie cottvvr<*'ence des séries de Fouriet\ t Considérons 

i 


















eturmu: U, 


{6 


tin r (onction /continue de oà 4 — et a\ aul une dérnér à variation 
bornée. Mors l'intégration par (inities il on île 

j * 12 TT | * - Tt 

= - / /'etrwi.r c&f = — — / J sm n&dæ } 

71 *4 


-2 77 


^ yj = — / /sin /i*r f/a* 
T» /_ 

1 Û 


/*! Hb O ) *— / 1 > *- — O I 


J . 




~ rv~ 


C(h /*f// , 


Dr la série de l-'ourier de / soustravous la série S: ! 


/(H- o t — /*(— (u vsi 

H; : --'- > _ 


b ( *r ) — 


'■lit /J ./ 




La série r sta ulr fl ( .r ) r -4 unifnnm ; mrnl rnmer^-nli! partout 


puisque ses coefficients sont de Fordre de La série sou sLruitr 

est, d après le n" ÜM», uniformément eoiiverjjcïihb sait! autour des 
\ aleiirs remanies a zéro- I )oue la série de l’ounerde / est miilor- 

O i ' 

nud n eut eurn ertrenle dans tout mtenulle mlérn ur à ( io *i t: K elle 

O 

représente clone f partout, sauf peat-être [mur >r = v. Eu ce point, 
la série S est coin ergellle et de somme zéro, la série 11 partout 
con\ urgente a une certaine somme 1 K; d ailleurs, puisque. pour ./ 
non congru a zéro, ou a 

f{ :r ) = S < ;f > H- R { jc u 

et, puisque II est eu ni in ne au point zéro* on eu déduit 


f i — o ) —- S ( -+- c.t j 


R 


/1— ni — Si — ni 


Remarquons eneore que Si, + oi + Si — o) n, puisque S ,r \ 
est une tonehon impaire, et nous oljUrudrous 


S(-b u ) — 


fi “b (U — f\ — U I 


K = 


/( — n ) -b fi — n 


■jp 


Lone, au point zéro, la série de Fourier de /'rom erge ver-, la 
d cm i “So m n i e d es \ ale u r s f ( -b o ), f ( —- o ) ( * )* 

On ramènerait par un changement de \arialdc, au ras qui vient 


( 1 ) La série 


V 


-1 n n j 


ft 


es! un e\ample il e -rrîe n ■ • n 


uni forme me ni ronv er^eu Le, 

































THEOJUI*: ELEMENTS IRE DES SERIES DE FOI HIER. 

détre étudié, celui d une fonction >atishnsaiil tl ailleurs à toutes 
1 rs conditions indiquées et qui n aurait, comme valeurs de discon¬ 
tinuités. que les valeurs congrues à x u . Supposons maintenant 
que /, satisfaisant par ailleurs aux conditions indiquées, ait pour 
valeurs de discontinuité les valeurs congrues à .r,, x. Jt} .. x p 
en nombre fini. 

l'osons, sauf peut-être aux points de discontinuité,, 

/ = ? “ ft I /<%-t- 0 ) —/( 4 f|— O . —//* [/(%-+“ ô) —/< a?* — n )], 

« «Haut continue et f l désignant une lonction de période att égale, 
«le ./■, a j\ rz t a — 1 r —x x ) et à - pourx = x/. 11 est évident 

‘Ah ' A 

que z et yî sont représentâmes par leur série «le Fuuiier. doue ; 

>7 l'intervalle ( o,:at: i peut être partage en un nombre fini 
d'intervalles partiels dans chacun desquels ia fonction f admet 
une dérivée à varia t ion (menée, in st rie de Fourier de f est 
partout convergente. E/te converge uniformément vers f dans 
fout i/ifen u (te ne ( ontenff /t( aucun punit de. tlisvontinuité de f \ 
en un point de discontinuité /u série tend vers fa moyenne 
arithmétique des valeurs vers lesquelles / tend quand la 
variable $*approche du point 7e discontinuité. 

La méthode qui nous a fourni €08 résultats ne diffère que par de 
petits détails de celle que vient d’employer !VL Kneser pour 1 étude 
îles ■séries I rignnormVl nq ucs el «I inities dé-vetoppemi mis spéciaux 

fournis par la Physique mathématique ( 1 Y, 

11 ne si pus difficile détendre quelque peu le résultat obtenu, 
mais d semble que, [mur appliquer la méthode qui nous a ser vi à 
I étude de cas plus généraux de convergence, il faudrait reprendre 
t « Mit cl abord I é| n de de la ion vergence, d une sida e tri gouoinélrit pie 
donnée par La suite de ses coefficients, F étude directe des séries tri — 
gonomélriqiies, qui a été 1 res négligée jusqu'iri, semble d'ailleurs 


V *or lui/^rsurtuuii^ett ùher div ÎJarstethmg wiiiküriichen Funhtiùrmt in 
de.t- mat hennit! <chen i*hvstk { Uni h . Ann., Bd. LYIII, 190^ ). .1 f ven;i ïs dY\ poser 
•ni 1 1 m 3 r ■ j.t." île Kraurrr lc> mnsidéral ions du te vie quand j’ai un Connaissance du 
Métnnire de .VL Km paru depim quelque lmnp> déjà, La méütodi: qu'emploie 
U, Kneser, pour démontrer qu une -erie de Kourier détermine la foncLiim a 
laquelle elle correspond, esl dili'èreiUe de celle qui a elé utilisée ici 
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devoir rire In s ulile da i 
séries de ['miner, II \ 
I;i suite îles roeffirieills 
laquel le je clé mont errai 


luen iTa n 1res pallies de la lfélone des 
aurait lieu aussi d étudier il a v a ni atre 

n 


d une séné 
plus loin un 


de l'miner. relativement a 
I Indus nie huidamenlal du a 


Kir manu ( u IJ H t h 


IIL — vtîoxs* 


tKL Représentation approche** des fonctions fontinues, - Le 
résullal ijui précède per me; t de démontrer simplement un théorèmi 
de Weierstrass ( 1 ), comme l'ont remarqué MM. I a or h etVolterra. 

Soit /'( / ) une Jonction nmlintie dans un intervalle Jim x, j ). 
Fusons / étant assez petit pour que ,/ ne sorte pas de 

i — ït, -h TT ) quand / esi dans ( tt* y). Posons 's(,r i = /( - | dans 

< /. a, / i i et déli Hissons ^ en dehors de eel mjrrv aile j mr la rom I i lion 
d être coutume partout et de période ait, Traçons la courbe iepré- 
sentaul '5 et, sur celle courbe, marquons les points correspondant 
aux valeurs o, ./’ h . , ,, r tt ~ 2 ~ de ,/\ prises assez rapprochées 

pour que, dans (.//, ,/7 +1 h I oscilla lion de s mhI inférieure a Les 
points marqués sont les sommets d un polygone représentant une 
fonction continue iu/ j de période atz* (jette loitelum e>l mie de 
celles pour lesquelles la convergence uniforme de la série de 
Founer viciât délrr démontrée' Lu prenant dont 1 a>>ez de 
tenues dans la série de I ourler de i, cm peut représenter y a 
moins de ç, Ouaut au nombre de termes qu'il faul prendre, la 
méthode qui a servi à étudier la série 'h Lourier de é pourrait 
nous I indiquer. Laissons rrla de rote; ’l est représentée a moins 
de £ par une suite lin je de Fourîer qui représente par suite O à 
moins de 2 £, (letle su i te de Lourier peut * Ire dév eloppée en série 
( le la v lor un donné nient rou\ergente : donc, en couse r\ a ut a^>.7, d< 
termes dans cette série, ou a un polynôme représentant la -ante a 
moins de e; ci par suite œ à moins de 3e, Remplaçons maintenant .c 
par kt nous voyons qu une fonction continue peut cire reprt - 


( J ) Vu sujet re* Lhéon i me eoir le C.liap. J\ dns Leçons sur tes /oncfioti. s de 
variables réelles et les développements en sériés de poiynotnes d.c M. lé HuieK 
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se niée, à moins de z //re$ ? par un polynôme ou par une suite 
finie de Fourier. 


30. Principe de Du ichtet. — Je mus faire une application de 
ce résiiliai à la démonstration de iliéorèmes intimement liés è | it 
théorie des séries trigonomé triques . Je vais d'abord m’occuper 

d un problème célèbre connu sous le nom de pnddr/ne rfe Of- 
rich/et et dont voici l'énoncé : démontrer l'existence d'une solu¬ 
tion de l'équation 

à 2 U é*U 

U ™ "—• ;* -h - 7 —- f>* 


(Lr 2 


f {> 


qui soit continue à Fintérieiir d un contour fermé G et qui se 
réduise sur ce contour a mu* fonction donnée f\ Le principe de 
Dirichlet est l’aflirmaüon de ht possibilité du problème de Di- 
rirhleL Le seul cas qui \a cire examiné ol celui où G est une 
circonférence ( 1 ). 

liaisons quelques remarques préliminaires. Si bon pose 
z=x ? tout polynôme en décomposé en sa partie réelle et 
sa partie imaginaire, fournit deux polynômes en j et r <[ni satis¬ 
font ;i b équation de Lâplaee Al = o, ce cj 111 ‘ l’on exprime en disant 
que ce sont des polynômes harmoniques. Si mm s* posons mainte¬ 
nant x—r eus y, r=/sni^, c'est-à-dire si nous passons aux 
('o ordonné es polaires, ces polynômes harmoniques se présentent 

sous I,i forme d'une suite lime de 1’otmer en ü. chaque terme en 
i'ns/r; ou sin pz étant multiplié 1 par rP, Réciproquement toute 
expression de la forme indiquée : 

! * — — -r- r \ n i co.so -- I* i sin o \ .. r n i a n eus n -h h n sin n o) 


est un polynôme harmonique parce que c est évidemment la partie 
réelle d un polvnome en z = re l ï* 

Remarquons encore que R n'a ni maximum, ni minimum* En 
eilét, on a évidemment i n" 16 J 


i 

— u» 

•? 


i r~ 

= : - / p ( ? ) d ?> 

. tl 


< 1 \ Pour la méltiodr rLi^sîqne, voir, par exemple, le tome II Au Traite d l/ui- 
lyse de Picard. 


4 


L. 


















Cil \ l-lTü K II, 


J O 


à Condition de donner à /■ une valeur eonslanle positive quelconque 
tliins iiiilé^rale* Cela prouve que. mi bien Per, tpi est toujours 

I I 

('-iite ;i un Iticii ['( /*, çp) (irvinl ili“» \;«li‘in> plus "r,nu les que - a 0 

et des valeurs plus petites que -- a 0 et loii-ine nCsl tu un niiiximum 

ni un minim nm. ^Iai^ 1 origine n'a rien qui lu distingue d un 

mil ro point : si In il pose z = z n Hh Z, 1 origine de\ ient le point quel¬ 
conque- — z {l cl le poiul quelconque z = z Ui devienl lu nouvelle 

origine Z = o; Il est doue démontré ijii un polvnome . ..nique 

n'a ni maximum, ni minimum. 

Ceci posé, sôit/(o) une fonction, continue de période 2^, nous 
allons démontrer l’existence crime fonction harmonique, c’est” 
à-dire satisluisani a Iéqual ion de Luplare, à I intérieur de lu eir- 
( ■ mlVu rnee z = ç*% et se réduisant à jf(©) sur cette circonférence * 
Du même coup Pexisténee de lu solution sera démontrée pour nue 

eirconiéreuee qiielronque. 

Prenons des nombres posilifs £,, . formant une séné 

ir f 1 convergente el soit t 1 ) 


S/(?> = 


i i 

- a « + 


(a\ cosq rf- h j sin^) *+-■ -.*-f- < çûS7i/<p — 6^ sin/îfç) 


une suite de Kourier représentant partout /( ©) à moins de £. près 
ce qui est possible parre que /~a la période it., INinub 

p = «t 

t 

S f 1 r , ç. 1 —: - a J H- ^ ens/>'f -i- hf, sî 11 p ) rP , 


/> -1 


1 


.a sene 


/« /\ î?J= S,( f\ «)-h [ S 4 {/*, tp)—S t (/% o>| — | S,f r, o)— ç i| - ■ ■ * 

esl uniformément conv ergente, car, d après noire remarque, 
] S/— S|"^_t atteint son maximum sur C et, parsuilr, ne surpaie 
jamais £(-l-S|^, ; donc /{f\ ©) est continue à I intérieur de ( ] et 
sur P*. Elle se réduit évidemment à f(/z) sur C, il n^tr a faire voir 
que c'est une fonction harmonique* 



Dans ce numéro et le suivant les 
affrétées Ut* deux milirrs et mai 


symboles r/ /p . représentent des i| 11 a 11 - 
pas des puissances au eoiUrairc tr 


1 epn sente la pu issu lire /r de /% 
















P * 


rn icoii ir; i \\\u: m;* smurs ni: foi lutcu 


> j 


i àni sidérons I os Ion lies en eos/j.r < Ui ti s ft t\ si; leurs rneDieiï 
ionisent la série 


ce | a), -+-(<tf t -f*},)- f*/i 


-> 

r* r, 


—i 


relie série est alisolunuml roii\ erj;enLe rl de sormnr ,m plus ei:alr 
ii \zrP parce que <7^— éLaul un coefficient de la série île 

Courier de Si — S/4.1, est au plus égal, en valeur absolue, 

à i i. Par conséquent, si dans //\ z> ) nmis rcmpLicous 

chaque Hernie S f — S/ +l par la suite finie de Foncier qu il reprr- 

seule, nous obtenons une série dont la s.me dr^ roeflieietil s des 

sinus et rosi il us ( l Sl au plus 


Si I 


r 




ar suite, rel ie série esl absolument eiun crgeiiLc pour r <; i , et 

nous pouvons grouper ensemble le^ Imtics contenant u.éme 

>inus ou un meme cosinus. * ht oht lent ainsi 


u o 


f i r, s s = — —i- ri a j isisq -4- f* x si h v \ \ #**( a^ rnsy.s -i- si ti i o) 


relie expression, qui n est peut-être pas valable pour / == i, montre 
que f i /\ ci e>l la partie réelle dune série entière eu s = rc f r, 
doue /i^ ) satisiait à l'équation de Laplare *> / /é/mV/// 1 (!<' ( è 
1 /existence de la soinlion est démontrée, i >n peut renia rqucr que 
cette solution, étant limite de pqlvnomes liaruioniques, 11 a ni 
maximum, ni minimum. 

* 

b 1 , Intégrale tfr Poisson* On a é\nlei.ni 


m.io 


tt— liai a ! * f* n — lim /j JJ: 


fi & 


.1 tr 

«JJ = z f s « cos/j<W6, 

Ib . ' 


fi *- 


■1 “ 


h " 


— f S ff siti py ay 7 

r «I 


et, rumine S„ tend unilormément vers /ï^ 1, on a 


a 


.2 TL 

= ■“ / /O) c<JS/^6 d'b< b,, = - / /(■J<)siii/'4 '/e 






< n vmim M. 


i * 


I\ni un s eus \ Meurs dans I uxpi essmn ile / un 1 ru 11 v< 


, 2 " ^277 

"/« '•> r 1 = ;; / /* ^ ^ -+• r / /U> C(,s (4 

" 0 0 


b * 


i . 


r 2 f f\ ’j f eus ■> i ^ ^ i 

f * * < 


r étant |ti^ |>fiit une i. un peut éurîre 


g r" 

yT» ■ U 

”./■( '■» ? > = / /( I 


/* rosf 6 — o ) -f- r- cos ‘i( i — & i + . * 


rfi. 


parce ([lie b situ* sons h* sijpie /, étant uniformément cniiver- 
genlo, i si intégral de h nuu à terme. La furrmde prui'/■flt'iih 1 *• i : n'i l 
encore su11s la farine 


■* 71 


s r / /Vù)(i — r-) 

f « r , ^ ) = — / - : '-;---—- d'h, 

1 ± — f i — if’ cos( & —- o ) h- r 1 

+ ü A 

rimiHir sans la nain y\v forantft* nu d mftfraît* dr f*<)tssoft. pan « 

f pu* Poisson la lit connaître dans U \\\ i ai h 1er il n Journal de 

; 

P Ecole l*olfleohftiffm\ 

Le raisumieinent du Poisson laissait à dédier an point du vue du 
la rigueur, \f. \. Schwarz a muni ru pi d était lardu du lu rendre 
I mil à la il ri“nurm\, \L Srluvnrz a étude aussi rr pou donne I m 
té g raie du Poisson dans le rie au / / a des point s du d im onl i- 

uuilé de première espère, Pour ;miir ie dru il i1 r rimrlurn, re I ih- 
\ emunt à eu cas, il nous «mf lirait r T utiliser une mua ni ne déjà 

latte, sur la possibilité du r.parer deux pomU do dise ami in m h’ 

de première espèce tpicleumpie> » n M ] -, et d étudier 1 intégrale du 
L<m s su u pi mr une I miel tau pari iru 1 1ère axai 11L des puni I s de d i sc nu 
I mmlr de première espère: il imus suflirail. pai exemple. >1 exa¬ 
miner si I i ulcéra le de Poisson jiunl servir a la représentation puni 
r <Z 1 delà loneliou liannnnique 


a n la n t* 


T 


V — 


% 


( z “ re*? — s h iy) t 


i\ui a déjà été r m p la vue pou m les lins analu-nus par M, V. Silmarz 
[ Eesf ff/uft. math. Ahfuy I >d. j et Md .L lljemamx > Ittnafcs t/r 
l'Ecole \ or ma h\ j tS 8 S ). 
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(as considérations conduisent à une conséquence importante 
* | ne M. Schwarz a signalée. Su p] h M*ib t j ne, pour une valeur la 
série de Former de f\ z ,i soit cnn\ergentc, I) apres un théorème 
d \hel. appliqué à la série entière en /■ (pii représente f{ r, f w i, 
J' ^n est la lïmiie, quand r tend vers j, de f(/\ l Mais 1 élude 
i pi un v ienl de I tire (mu nd des renseigne me nts su r / i t\ zf lorsque 
y'^ ed a>sez simple: de sorte (pi on peut dire, dans certains ras, 
à quoi est égale la somme de ]a série de Foui ut, supposée rouver- 
-i nie, de J'\ z . Les résultats obtenus mais permettent de conclure 
[mur le cas ou /(w)est partout continue; en utilisant les indiea- 
lions (limin'-is on pourra supposer que f \ z j a des points de discon¬ 
tinuité de [i nu mère espèce, d ou 1 énoncé suivant : 

Si la .sv ; /vV j de F ou rire de fa jonction j\ z > /menée, de période 
>r. h partout ron titnte sauf m un nombre fini fie pointa de dis¬ 
continuité de première espèce? est eonvergente pour la ea- 
leur Ztu sa somme est égale à v | f\ o t> + o) 4- /(© w — o ) j. 


Propriété fondamentale des fonctions harmonitjues 


Je ne pousserai pas plus loin lYludr de 1 intégrale de Poisson et do 
tondions harmoniques, relativement à laquelle on consultera avec 
profil les tomes I et II du Traité dé tna/ysetïc \F Picard* niais je 
veux indiquer comment on pourra démontrer, avec la méthode 
employée nu ( 1 .que P formule de Poisson I ounul loutes les fonc¬ 
tions harmoniques eimlinm s ainsi que leurs dérivées des deux 
premiers ordres a condition qu'on rapplique à une circonférence 
corn* nable et. par suite* que les fondions harmoniques n ont ni 
maximum, ni minimum. 

Pour cela, d suffira de prouver, par la méthode de M. Parai 
( htn . de ta Far, des Sc * de Toulouse. L \l). q«i // ne peut 


i s i Celle métlioda e-l ru rjurlV|iie sorte fin verse de relie que M. Picard rirt- 
ploie, du ns lr li une 1 de -n ii Traité d' Analyse* pour déni cintrer le théorème (le 
\V (’ïrrslrüüs «pii ijutis <i -cm i de pi>ini de départ. Umiiiaui) avait peul-élre prévu 
une rnrüuidr de ce genre; parhuit dan lUêorriiir équivalent au principe de 
iJirichlri jriiir le cas de la rireonfcrence* il dit: « Si ['«ni admet ce théorème 
qui, in fid, i->i ixart* alors la \ aie suivie par Cauchy (pour étudier la série 
de lÙMirier) conduit au toi): de mèuir que, récipriic|itemruL ce théorème peut >e 
déduire de la série de Poiineie e Neumann a osayé d’uL Miser celte indication 
{.tournât fte Crrtte. L. Tl i, mats ses raisonnements $nul fort cnliquaLdes, comme 
Heine et Prvrn INkiL remarque. 














Si 


CHAPITRE II. — THEORIE ELEMENTAIRE Pli:S SERIES DE POU U Mi U. 


{\i ister dt’u.r fonctions fu/rmon/t/ues, continues ainsi f/tte leurs 
4 le rivées f/es de or premiers ordres a I intérieur fl' un eont*otr 
fermé G, qui soient égaies sur ce contour* Posons u = ut 2 — ,r- u\ 

la t] EiuriliU n* — ;r- é IrHil pnsilï\e c l;i us la requin l'nnsiili'rir, LV<[iia- 
Iion de I|daee i le\ imil 


\fi — / a* — &- s Ar 


* ,/■ 




tLe 


j r = n. 


S il existait deux foui linm // rom plissant le^ rond itinn- mhIi- 

ijmVs. jl i \isîorait aetix fmieiious r sahstciisant à oette équation, 
rl 1 1 1 111 h diUrrenees *pie |e désigné l'iirfitT par r. sali’derail aih>i à 
relie rfjilHtïni). I )ü i lieu i ^ r ^ 'annulerait sur G sans rire MlouLnpio 
ment mille a ! irilrririir 1 1 * h (é dnnr r aurait a I inléneiir de G im 
maximum positif ou un minimum négatif. On \ a wur qur relu e>l 
impossible* Supposnii'* fpie v* ait un maximum positil au fini ni ./ 0 . 
Vu : a lors ou a 


ri 3\y. On ) 


i > 


ri .r, r 0 ) — r(> lt , r« ) = 


/*) =(*i _ 

\ f)x f r V 0 |' / ] » 

\ < f* Jt J « , / ' 1 II. " Il 

( r — ûr„ | 2 / ü* 1 ! . 

ôë-h.y. 


( I. 


F 

■t I 


U 


i r — y u / O 1 r 

ri r I — i l Vu ) = ; ( ) 


J. , 


ty 1 / 




z riant compris outre <r et æv t, entre r ri y {v . 

Ces relations montrent ([lie lr> deux termes de Ai soûl nr^alils 
ou mils au M usinage dr r u , v<>, dune ijue lr premier terme dr I r- 
<pinlinu dr La place I nuis In rima* est nul nu lierai il mi re point. I.r 
MTdinl tonne île celle fajuaI mil e>l nul. le Irni-nème <--U né^alïl r| 
non nul; r isl la n ml radie! mu aumiorre* 











CHAPITRE 111. 


s Kim: s i»k KoraiEB oiwkiuîkntes. 


L — IXl’ClTEIlCHK St U LA CONVEUf;E\ T < E. 


:î:î. 


/ rrrar/ère de convergent e des séries de Courier. 
fiions par S w la somme ( 1 rs // -j- \ premiers termes de la 
Pci (i rier de J\ ï) ; c m a 


— uesi 


: J I i ‘ | ^ i J! I J * 


i r 1 ” * a 
Sft = — / /”i ^ ) tff) 

a ~ / 


Jfü = fi 

L V 


J . 


F ' 


* 3 tc 4- a 

Cn-s/LT I fi fl ) Cos /j f a fl *i 


î>m 


* a 


,jiî ^ x 


j'i 0 i mu p U &\ 


= r / /('< 

*<■ . ^ 


r-" 

- — ^ eu? /j i r — 0 i 


p-\ 




x — H 

^ >-H-x 2/i -i- I ï —- 

I /* s ■* 


. .r — n 
V. si ri -—— 


/*< fJ i M. 


liaisons le ( liaiigemeiiL de 


v arialde 0 = ./ -h a / 


nous aurons 



i 



{* 


sin i } e 




s in t 
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et, en prenant j =— 


7 . 


s — - 

b 1 il - 


il 


I 


.0 


si ii ( j —h j j / 


^ i il / 


/( a- -h ■! / ) iif 


1 % 


O 

« û 


Mih > /f 


I )/ 


Mil/ 


/' ./• — 2 t) dt 


’> « 

[ / “ st il i /.fi -+- i i / 


=i / 


siii / 


[fi X -f- V,/.) H-/(> — -A /..)] <//, 


t omme on F voit en clumguan! / eu —/ dans la première intégrale 
du second membre. 

Si nous appliquions celle formule à la fonction F qui est eon- 
slante rl partout égaie a la \ aleiir ./*(./■) que prend noire fonclinn / 
pour fa valeur particulière r que nous considérons, S w seraiL 
évidemment égale à /(jrj, puisque la série de Foncier de I se 
réduirait à son premier terme: d'où F formule, farde à vérifier 

direc-tcincnU 


f(.r) = z f 


tm 

•f 


sln ( % n -t- i ) t 


ii 


SI il / 


> / ( r i dt. 


Foui la s.. S fi r< lati\e a la fonction J\ nous u\on< 


*- 


"i s «—/< ^>1 = / 

*•- y 


12 si n f -jï fl a- n / 
on / 


[/< * — a /) -r-.A * * 


Hop ré se nions celte quant, ilé par lï„ cl pu-a>tis 

T * 1 ) = / | - r -l -if ) H-.A r — 2f ) — 2 A r i = O siiW 

.le sorte (jtio, avec nos notations, noie avons 


R«= f 
* 0 


sim a n — i ) t 

siii t 


( / | <U = j >ili I 2 H + l |t il t dt, 


Il va nous suffire <le rechercher .les cas où !ï„ t.ml vers zéro 
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avec 1 pour avoir des cas de enn\ ergcnce de la série vers / T (\r); 

dans ers ras, la si"nifieation clr \\ it sera évidente ; ll rt sera, au 
facteur tz \ très, le reste de la série de Fourier, quand on s arrête 
au ( n H- i Y èmt terme* 

Vvanl de I aire rr tir reclie relie * remarquons que /(,r) n riant 
assujetti c|n a iiMMr une intégrale el à ad lire :>tt pour période, 

»i(0 ne sera assujettie dans ( n, ‘ | qu'à ta condition d'avoir une 

intégrale dans tu ut intervalle n u vaut pas a pour origine. 

Pour donner des exemples des circonstances cpiî peuvent *e 
présenter, il nous suffira donc de citer des l'onrLions assujetties 
a l,i condition que je viens d'indiquer CI pour lesquelles ces eir- 
eonstances se présentent. 

Remarquons encore que, si x est un point de continuité ou un 
point régulier de /* (n u a(/ ) est continue pour t = o et ^p(o) = n ; 
cela xeul dire que f *l(t ) tendra alors vers zéro en même temps 
que t. 

Nous avons 


R fl — I / ) si n ( 2 n 


)t <l/ 


t*—v n - 

* t j 




2 n +-1 


I 


r 


i h. 


* - 


•l I t J >MM \ it -h t \ t tff. 

I 


2 it -+- I 


Fa animons d'abord cette dernière intégra le que I on appel¬ 
lera E /t ; elle est évidemment inférieure en valeur absolue à I inté¬ 
grale de prise de n —-— à dune elle tend vers zéro 

JF F L Va 

a ver —, à eaitsr de (a nm h nui lé des intégrales mdélinies ( il" II)* 
n n \ 

parce que j i) a une intégrale autour de 

Dans les intégrales correspondant aux valeurs /> = ■>, b (i* . 

changeons t en / H- --—; cela Iraiislnruir chacune de res nilé- 

b ^ kh i J 

grales en une intégrale prise entré les mêmes limités que celle 




















unmiU': ni* 


( 111 i la |>rtVr(h\ ;i laipieMr nous ht réunirons: nous nhtennns ai il ^ i 


s 

' tt 


i fl T- S /t 


I 

T (J 




'L j / i -in i * h ■ - i i) / f/f 


fi -i- 1 


V ■« 1 T 

V f 

q * * 4 a j/ — i - 


sîfl ( -> // — J l t 


P fr 


'V i /} — 'H f 


(■ 


TT \ 


K fi 


ï) 




dans relie formule, \ désigne le plllS grand cilIkt ih* surpassant 


7 Î 


If 


pas 


// — I 


? i it désigne ii 'i // est impair fl ^ 


» "J! /f H- l 


ô ( / ) si II / y// 


Of ] ' 


ÏH + I 


si ft rsl pair. Il es! évident que tend vers zéro avec 

que i ti9 

( mmme on a 


i i < 

— do meme 
n 


f 


i»/t-1.., 


f m 


2 H -h l 


sin ( 2 n -H i ) f 


1*7 Sl 


S Jï H- 1 


■I 


|>(r)-i / + 

■ * 1 * 


2 H I 


✓ // 


■J 


± ff +■ 1 -——r 

„ r 2 ^ -h J 


7 


1T 


,1 


■<*) — + (* H- - ) 

1 ' 2 // -r- I / 


« ■+■ 1 




il en lésulli 


ü„ I ' 


/ 

° 0 

-/ 


. 3 w f- 1 


if / t <in r" 2 » 


•Ph 

o* 


îî 


<Hn 




ft/i I 


N 

) 


dt -f- */# | -t— | £« | 


2 n -H 1 


Pour étudier 
i iule fi nie 


la première intégrale, admelhnis que I intégrale 


nn 


= /" 


ü ! 


o; ce ijui <*>[ réalisé en particulier 


ail une dérivée nulle pmir f 
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Imites les fois <jne ('OiilmiH' el nulle à l'origine, ihmr en ions 

1rs points réguliers de /*» 

Vous a\ oivs 


ii» 


/■ 


2 « - 4-1 


'l { / ) H fl ( > // -h 1 l / <// 


/ 

h 


■i « H- l 


3 i / ) 

-j N / 


si h ( -i fi i i / dt 


\ l H “ | 1 f 


2 « -f 1 


! eu /1 f /// = i ar h-i 


M // - — t 




(J/i étant une quanti lé qui tend Vers zéro ;nrc - j puisque e est une 

valeur approchée de la dérivée ^(o). 

Nous pouvons maintenant conclure : 

La série fit* Courier converge au point r vers la fonction si 
/'intégrale de ( ^c / > // une dérivée nulle pour t — a et si fa 

quan filé 




L i 


•h / 


5 ! 


6U }\ d( 


( 


o r 5 

/ 



vers zéro avec 


31* Théorèmes de Hientann. -— La quanti lé ]éq / + o} — ài t )[„ 

intégrée de a à — (O <a< 4 L lend sers zéro avec puisque, 

" V -® / 

dans (a, - j? df a une intégrale ( n" 13): on peut, par conséquent, 
remplacer dans la condition de convergence qui 'précède 1 


/* -*■ 

f [ 4 -( / -s- Ô) — -{h /)| cil 

f t 


par 


r % 

/ |+<* 


Z \ 


l(t 1 I fit 


(]rl!r remarque eonduil à un théorème iuqinrlant dii à Hirmmiiî. 
Soient deux fonctions f\ et /è, ayant des séries de Fourier ? et 
égales entre elles a nJtm r du ponil j\ Les lonetii uis r z v\ *1 corres¬ 
pondant à ta différence J\ — f 2 sont milles pour t assez petit, par 

^ ■ 

"liile r>l nulle autour de t - o H pour a cl o assez petits 

. * 

j | i f -i- 3 ) — ( t ) | 

























6ü 


e ii \ 1*1 rit ï : ill 


est aussi nulle, Q l c $i dire que la série de Fourier de /*■ est 

<:nnvorgou!,(! pour la valeur .r; par >uHe, 1rs séries de Foui icr de j\ 
et île /j s ri ii S r i ui \ erm 1 nies mi di\ergentrs à le !nU;ers1 lelliéu- 
renie de iïir mann - 

Art eo/tee/’iaatee de la série de Fourier de [pour une valeur 
fféierntinée de j 1 ne dépend epte de ta manière thmt se euth- 
parte f autour d& eette valeur je 

Celle propnélé peut >r déduire «le nuire raisonnement il un 1 
au Ire manière, Ce cpii umis a obligé à étudier à part la rmitribu- 

Lion de 1 intervalle (ru — \ - i dans l intégrale ll w , c'rM ijiu* i 
pcuï-rlrr pas d iuiégralë dans cri intervalle, (luàltd un suppose 
<pie y a une ïniégrab dans f o, ■ " — on peut traiter cet inter¬ 

valle comme les autres, ou encore on peut affirmer que la contri— 

Iml ioii de re| inlrrva.lle tend \ers zéro ou.uni // erciil, car on a 


ira 


Tk 




/ 

i\ 


2 fl -h ] 


■lu / ) miu a /; + [)/ tlf 


i 




I tju; f i 1 ; 


O 


et le second membre tend vers zéro quand n erniU pm-apie I inté¬ 
gra le indéfinie de | à( i ) ] existe, cl par sube esl eonlioiu . 

I) aulre part, dans l'Iivpntlièse considérée, un peut écrire 


/. 




. X 


| '1 { t -h © ) — ( t ) | dt d j | 'i f t H- 2 ) — ^ { t) | dt , 


le second membre tendant \ ers zéro axer 0 

À! 

I)oih\ si y a mit 1 intégrale dans ( o, b 

a / 


X 


r~m M 

j du/ t sim i n + i i / dt 

- ù 


tend vers zéro aven ' * t hi v aurait-il de changé si l'on éludtail la 

n v J ° 

même inlégrale t iendiie de a h y ail lieu de o à — i i avant une 

2 ' - 

intégrale dans i rt, i? 
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6 r 

Tous no> raisonne ni en! s s'apjd iqueraien ! : seulement on an mil ni 
général deux termes de Im inr jènp analogues à relui qui a 

été désigné par 1*1111 fourni par h- eonimencemeiil de («, b) y 
l'autre par la fin. Il n \ aurai! encore rien cl essentiel à modifier 
èjl s'agissait d'étudier l'intégrale de r l\t)sinnt, ou celle de 
L f ms n f * 11 il lieu dYimln r I intégrale de *1 /) sinî':ï/r H- n* De 
la résulte un autre théorème de lliemann : 

Si ta fonction r l a une intégrale datis (a, h), tes intégrales 


* b 


, b 


I «T / ) cos ni dt. J 'l i t 1 sin nt dt 


tt 


n 


tendent vers zéro avec -1 et, en particulier : 

.sw£r f/e.v roe///r /r ///a r/ ////e Àcr/e c/e /uner/cr ro/Mrrgr 

/o^yWrs uers zéro. 

Hiemann a démontré ce théorème pour les sénés de Foncier 
relatives aux loue lions auxqml 1rs mi définition permet d'attacher 
une intégrale; la démonstration donnée ici s’applique à toutes Les 

-r i i. *■* de Fo invie r dr s fonctions domina dites* Le timoré me 11 1 1 s t pas 

nécessairement exact pour les séries de Fourmi gére ra listées (n n 19 ) : 
liiemanu l'a montré par un exemple au paragraphe \ 111 de son 
Mémoire* Lest pour tel a que la méthode employée ici pour 
élu 1 1 ii T la eouvergerirc îles séries de Fmirier ne parait pas pouvoir 
-erv ir pour l'élude des st ries de Fourier généralisées* 

Du second théorème énoncé, e< lui t(ni a été donné le premier 
se déduit immédiatement, llcprcnnns 1rs louchons J\ t-1 /è ; les 

fonctions <!q et correspondantes sont identiques dans un certain 
i n 1er\ aile 1 o, y 1 : alors, dans chacun clés restes eormspondanl s 15 , 
lïj,,, la contribution de lmter\aHe (o, y.) est la même cl la cou* 
1 ri I ni I ion 


fc — 

I l t ) si n « > n -h I 1 t dt 


' Md 


f f 1 Mil | -2 /i I i / dt 


de l'intervalle ( x, » ) tend vers zéro avec 1 l’est dire que R*.,, 

et IL u tendenL ou ne temleril pas en même temps vers zéro, d'où 
le théorème énoncé. 










mi ^ t"i r11 1 j tu. 




dd. Les deu.r espèces de çondt/irms de convergence* — < \v 
théorème de Mirmann prouve que, |mnr lu eonv rrgenee de la série 
tir FuiiriiT de j\ an point .r il es! tn i rf ^;nrr que f possède unr 
eertaiue propriété vu ce point ; il n rsl pas nén \ssaire que f |in>- 
■mde uun ne*i*|aïne propriété dans tunl un iuterv al \v . 

La condition de rmurr^MHT <jin \ Irnt d vive énoncée ne tail 
intervenir (|l) une propriété ;iii |>o111L .r : le^ eondi lions (*nmirtT> 
an Chapitre précédé ni faisaient jiilemani 1 dis ]iropi léhrelatives 
aux intervalles. Vu^si ces conditions étaient -elles, ni réalité, des 
conditions de ennverm'iier imifnrme. 

n 

\L W I atoti ( 1 } a remarqué que, de tonies les conditions de 
eomergenee en un [>t m r lI aehiellemeiiI rommes, on |minait déduire 
des conditions de rmiver^enre uniforme vn supposa ni que le-> 
conditions (le COiïŸérgetiee eu un pmnl soient remplies uniformé¬ 
ment dans louL un Inlerva.Ile ; le sens préri s du timj uniformément 
étant fatale à fixer dans chaque ras* IVmr la condition, de runver- 
Relire eu un point précédemment Irnuvee la remarque de \L Fatou 
s'applique aisémeilL lia prés la signification de l!„, il (VmL pour la 
convergence uniforme dans un intervalle où / est roui.inné* que l!„ 
tende uniformément vers zéro; il suffit pour cria ( n J dd ) que la 
som me 


/ 


, £ it A - I 


6 (/ i sin i, •> n -H— i > / ^// 




71 


ii / ( 


+ —ÎI—) 

/./< -- l 


ü n 1 




“ 7 # 


_ { 
i H 


tende uniformément vers zéro. 

I) abord \l/t\ tend u ml on ne ment vers zéro: un a. en elle U 


| hi \ ^ j \ty(* *] àt £ j | çt / ) j fit 


n 


£ tt “T 1 


it 


1 ti -t 1 


la première inégalité a été obtenue au n" dd, la seconde résulte de 


i ÜWtvte Math, tfe i'rutice, ^L'iiiter élu 


I S Miel \ 


I 11* R ï, 
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ni 


ce que si U / surpasse - au. \ nisi nage de ~ - Or, le troisième mrmlnv 
tend unilori né ment vers zéro î car on a, ü>(/) désignant le maximum 


le l'oscillation de l'intégrale indéfinie de /' dun> un i ni ei \ aile 


quelconque d’étendue 2 i\ 


j \'ù{t ) \dt'= f |/( -i- t)\dt 

a *- i t 


•« a -h i 


* il -h / 


/ [ /{ X — 2 / ) f// j + 2 / | f(x J ; (lx 5 2 ( / J . 

* jr* 


l 11 raisonnement semblable s'applique à j z fi f. On a \ n, d autre 
part, que I 011 a, quand / est continue dans un intervalle qui nm- 
1 1 enL j\ 


TT 


/ 

0 


■ 2 ü -J I 


6 ( i ^ si»( 2 /* -i- 1 ) t dt 


(JT fl 

~ '/f - 


étant une valeur que prend cp dans 2 t J î donc Pintégrale 

du premier membre tend uniformément vers zéro flans tout in¬ 
tervalle complètement intérieur a I intervalle de continuité cornu- 


« p 

fc iti » 

i ■ i' 


La série de Fourier dune fonction J\ continue fions (a, b K 
est uniformétnent convergente dans t a t » h x 1* [a -<i a , ■< // ), 


s/ / Y«f égvvife 


■h * 

f | -t- 5 } — ) I dt t 

Jl 

qui est une fonction de o et de tend uniformément eers zéro 
avec 0. quel que soif x dans ( a , , b i ), 

< >n va \nii% dans un instant, que bon peut remplacer la limite 
supérieure d intégration - para, avec la condition o < a <C - fc * 

*îlî. yVvi/^j/b/vrtrt/^o/iA' </c.v ron<r/Z/ûm,v de convergence* — 
I disons 

Ç( 0 . 


^/f'/zev fe fieux contjitions de eotwergence obtenues, on peu! 
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04 

remplacer 

par t'tinr des quantités 
[ '/,( t ■+■ r '> — /.' 1 1 |i 


S) 


1 

&i / - 3) — ç( / i 


o( t - 8 ) — oi i ) 

h 

t 

7 

si a / 


Ou \a IteiliimT scuIrmfnL les <leu\ pivmirtr;mO<«rn iü limi* 

l*our cela, il suf(ira évidemment de poser 


y<t-i- o) — / ' /1 


] j i ( -i- ?j ) 

o=[ô(/-t-ô)-.Ho]'-- -'i. 




v o OH-«.—<?(*) c , 

S;i= i-- -î- Sic»'. 

t 


p ^ p a ^ 

H île prouver qui■ j [lï| 3 )|f//el ( S(fj j | <Ji lendeul \ ers zen» 

;i\ri 1 / ; ri crin imilormrnirnl, quel que sml ./ dans tout iiilrrsaMe 
complètement intérieur à un interwdle de continuité de J[.r ) 1 ) : 


li < o » = +( / > 


sin( / 8 ■ s in / 

/ H- 8 / 

sin ^ 


- 3 S*( 0 . 


t étant la valeur de la déri\ée de — — jmur une \ ait ur ^ == 7 prise dau> 

/ + o i, Connue on a 

i / r/ sia / \ 


i / a stu / 7 cos7 — Slll t r 

Il 11S — ( —r — 11111 ’ “ ô i 

T = lï\^ * / / =: 7 T = 0 " J * 


ou |«iuiTa choisir indépendamment de j 
dans {Z. a), j 'Ç ne surpasse pas A:, 1 

doue 


maniéré que, 


s cm a 


lB( 3 )|£:i\a|ç{/)U 


/ 


i l II / 


de cette formule cm déduit 


I 


-, % ,2 77 

J H ( o) | </< y. À S j | œt /) [ rff s A y / \/y x ) | (te. 

*8 * ‘ 0 


i 1 ) Le immbrc x o( toujours tel <juc l’on ail o . ï avec certaines t:\pre-- 

mi^iis dc> coudiliuus tic convergente on peut prendre a cj■nuque positif. 





































SERIES ih; foumbii coxveiiuextes* 


fl la première transformation est légitimée. Pour lu seconde* on a 


S £ î > = w i / 




d'où 


r*is(S)i^s / 

* o 






/< / 


(f 




o 






Intégrons par parties; ni conservant toujours les mêmes nota- 
lions en" 33), nous avons 


/ |S(oj|tf*g 

■ 0 


O'ÏMïH-î) 4> ( v, o 




o 


2$ / 

T o 


j t -+- 5 ) 

t* 


dt< 


Puisque nous supposons *1* (in = u, les deux premiers terme- 
tendent vers zéro avéc Z. La convergence esl d'ailleurs uniforme; 
ceci résulte, pour le premier terme,, de ce que <&(7.+ 2) e^l 
bornée, quels que soient æ, % et o; pour le deuxième, de ce 

<Iue 4 #(â§) est an plus égal à quatre fois Poscillation maximum 

de / dans un intor\alh‘ d étendue j ï, pris dans (a T h); reste le 
troisième terme, L ordre df grand cm de ee terme est le même pue 

celui de Z ! ^ —— dt , j étant choisi positif quelconque. Or on 

* & 

peut prendre j assez, petit pour pur I un ait, *Lin^ \ Z * [j). 


O < <1* ( 7 H- Z ) <C ( / H- Z ) £ < r 2 £ t , 

£ étant positif arlïÎLratrrnieril olnusi* Ylnrs on a 


;[ 

Jd 


â 

* r i i i / 


^ . r~dt 

— / TT = ** — 

./S 


f 3 


0 ^ 

a = - < *2 T 
2 


Lu seconde transformation de la condition de convergence en nu 
point est ainsi justifiée* Pour pne la même transformation soit jus¬ 
tifiée pour la condition de convergence uniforme il suffit de 
remarquer pue le choix de 'i, c-firrrspmidïinl à s, peut être fait indé¬ 
pendamment de x et de prouver que Z j —— 


e/ / tend nui for 


moment sers zéro. Or eela résulte de I modalité é\ idenle 


r ' / 

■ T. 

r 


, X 


I 1 I / —H o ) 


/ 2 


*// : 


? /* x 

i / 

^ - 's 


«t» i / 4 . î ( ,//. 
























r: 19 UMTIli: Eli 


i ili 


Il na |ki s encore r\r démontré tpo\ dans la etuidilum de eonver- 

ht uniforme, ou pouvait remplarer I intégrale île o à par la 

mm 1 me intégrale prise de 5 à y, l’oiir montrer ipie nda e^l possible 
il nous suKira, d apres n.i oui préredr, de montrer ipie 


/ 


i / o i 

T 


£ i /1 


i// 


li-inl iinifm’ini inml <> ' j . ( >r tida r« : "il11** de I m-miUti- 

■ 

e\ i dente 


/ 


Î V 

‘il 


!«('-•- <3 ) — 


fl 




j O ; ( f H- 0 t — î& ( / ) ! <7/ 


■i ^ 

_ j h 


- j \f(x ■( o > —/| :r 1 1 


37. f <7e J/. Ih'/ti. Il a élé démontré me -idem- 

i m e il l au n" 3 \ ipie S /( tendait vers zéro <piand f l avait mie iïïlé- 

üTalt! de o a -* doue fa série de Fourier r/e f est eoneet^mtt au 

“ y, •/ <? 

« • 

r »v/ ^ ( ( ) (f une iniégi'aie flans | o, j * Il e^i évident ijue ÿ 

Th 

et y mit cm n ont pas, eu même temp^ une intégrale dans j o, ); nui 

peut donc remplaeer par y dans I énonré prérédeut» Si 1 OU S6 
reporte à la définition de y on pourra dire, en parhenlu i , ipie 4/ 

, - * » * I /*f r -/i /7 a?) 

serre de 1 mu ter de J converge au point ,r st |«- j ---* 

tt une intégrale dates faut intervalle* 

(les en millions de eonv ei genre cuit été* don nées pa i \L I >i n i polir 
le ea-. parlirulier des fonehous inlégraldes au >eus de lïirmaim 1 . 

I >n pourrait démontrer faeileme nl ipi elles rentrent rumine par- 
luuhers dau> I é miner du il 11 33; mi pi mirait aussi ni déduire une 
ennditiûil de nmv ergenee uniforme. Je laisse tout rela de rôle 
pour donner le^ i ; iioiins [dus parliridiers ipie relui de M, Ihm. 


( ! i Sérié di f'ourier e t appreseateizioui artatifiche dette f an zinni di una ru 
riàtnte reale, IVi\ 
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N h 1 11 < uJjtu'inlioii' « le I rl - i'-im mccs cm i| >[>l h | lia ni ;‘i | -L |, | y | nu ;'i 

f(x+t)-fi.r) 


des critères connus de t'nm er^cnrc des i ut rurales ; ceux de Candi \ 
et de 1 Bertrand, par exemple, Bornons-nous aux premiers; mi voit 
alors, en parheulier* que, si l'on a 

où \[ ef h sont tirs nombres positifs eonstffnts ffntdcontjnes* fft 
sertf de Fourier de J es/ convergente au point x parce que le 

critère de Cauchy s’applique à —- ————— 

dette rondition (le mm ergrnee est soin enldésignée fous le rirnn 
de condition de Lipsrfiitz loua (pie Lipsehilz n ail nuimV 1 qu une 
rom liIton assez diHercule fini est line condition de comergetire uni¬ 
forme; on la rencontrera plus loin (n° 39)* 

l n rnimcr [dns particulier encore est relatif an ras on 0=1* 

A lors ^ K 1 •* ét a i ; i borné, /a ses nombres dérivés bornés 

au point j\ La série de h'ourier f/e f est ronçeipetite ait point j 
si ? en ee point } fa des nombres délires bornés et en particulier 
sf\ en ce point, f a a ne dérivée déterminée et finie* 

\ous aurions eu des énoncé* plus généraux en opérant sur y on y 

au heu <1 operer sur -——-—-- * 

/ 


38. Exemples de fonctions développables en série de Fou- 
rier . — \ ni ci des exemples qui mont refont quelques-u nos des sin¬ 
gularités que peut présente! 1 la somme d une série de Kouricr. 

\ Venons /(,/.) hile que 

/O) -kA— æ) = <>* 


\ " * 


/(«) =* i 


jMMII' 


■a f * " 1 ^ 


I p =s y, I . .i J? * . , ), 


f( r ) 


[Ml 11 K 


■ i 2 ff -t 1 


> > 


>;a> t a 


(P = o, 


La si l ie t\t l’ouracr dr* / i ./ i est partout convergente pan e que* 
quel que soit oit \ est nulle pour / a**! 1 /, petit. Cependant J 7# i 
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présente des points de discontinuité de première rsj^rc : les 

points Ttj ~r **♦? qui sont des points réguliers* l/origine est un 

point de discontinuité de seconde espèce. 

Changeons f(^) dans les intervalles où sa valeur était ± i de 

manière qu’elle devienne égale à _ là où elle était éü'ale à i et 

]f\æ 


a 


/ï 


r 


là où elle égalait —i ( — t: <C J ' <^ + t: )- |/X t7 )[ a unf - 


intégra le, f\ r i a une série de Fumier et, rumine zt/\ a toujours 

mi r dériver pour / - o, ortie série de I uurnT convergé partout 

\ers / (,/ ), La fonction / (Lr j présente les mêmes singularités que 
précédemment et de plus elle est non bornée, 

I oici maintenant nn exempte de fonction non i ntégraide au 
sens de liiemann et cependant, représentée put tout par sa série 
de Fourier* Il nous suffii a de définir celle Coin ■lion /'dans (o, . 

Nous supposons marqué dans (o, ait) un ensemble fermé H* donto 
et a t: foui partie, de mesure non nulle. La fouet ion j'\x) aura le** 
points de F pour points e|e discontinuité* elle ne sera doive pas 
intégrable dans (o* ) par la méthode de Piirmann. 

Soit* d autre paît, mie funciioii rs(t) continue et bornée 
dans (3, xi qui a partout des dérivées premières rl seconde*» el 
telle que ttt (/) ne s'annule que [mur les valeurs entières de /, 
pour lesquelles on a 

i r ( — i ÿ 

*1..—- — —f— *+• + * * -t- ■-* 

i > 
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Soil ( a * h un intervalle contigu à F, c'e^l-à-d ire un intervalle 
dont les eslrémi lés a p pari îen rient à K et qui ne nui tien I pas d'autre 
point de IL Noies supposons F tel que lmi> les inOrvallrs (rt, b) 

soient île longueur inferieure ;t Nous |»r»-mlrons 


d 


J (•'■ > = T r 


i x — a 


t 

)*w(- 

\ x — a 


de ^ jusqu à la plus grande \ alcur il -h e qui ne surpasse pas 

et pour laquelle cette dérivée s'annule, l)c a c à h- 
prendra y* = o: de /> — c à h on prendra 


a 


Â 

C oïl 
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Il est évident cjuc si m r (/ ) ne rend ve rs aucune limite quant! t 
croît, /admet tons 1rs points de K pour points de discontinuité de 
seconde espèce; d’ailleurs, en prenant f— o pour les points de E, 
/'(si bornée si W est bornée, et 1 i que nous supposerons }; alors f 
a une série de Fourier. 

( îei tr série de Foncier converge vers / cil tous les points qui ne 
font pas partie de K, parce qu'en ces points /‘t .r) a une dérivée* 

t » /1 jï? j , 

Soit un [m ri ut de B ? on va voir que - a une intégrale. Soient 

1 ( i , //) un intervalle contigu à E, c le nombre précédemment déline 
et supposons a ,r„* On a .r — .r ( > > r — a dans [a, a -+- c), 
./■ — ^r 0 >> x — a > — r dans ( f> — e* h), doue 


f 

' il 


-X 


X — J\ t 

il 4~i' 


tir 


r — .r 0 


tir 


1 


/• — *■ 


/■( .r > 


r 


11 


Y.r j ^ 


n +- r 


|/(> t 

.r — ^ 


fAr 


/ 


La (k'mon'-lralimi sérail la im'im- -à 1 <>u auiil h‘ ,r {i . 

On a 

'■(—,) 

\ æ — a / 


« fi +- c 


11 


l/(^> 

x 


* i l 4 r 


— dm % / 

— a J 


TTT 


—* a 


) 


tir 


I 


. , 11 4- r 


,/■ — a 


tt 


car t*t est une fonction positive* m est inferieure a i , donc 


tir, 


1 


.1 tt • 1 


tt 


I / < ) 1 

æ — a 


'y. v 


f 

• I 

t: 
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dt * 


1 

Soit y le plus "Tand entier non supérieur a - > on a 


/ 


* * 

1 

V 


m 


0)1 


,u 


ti — w 

T 


/ 


n 


-f- t 


TïT ( / I | 


df 


u=y 


n 


fi — -E 


il — * 


y 


« s ï 


/I — T ) - Tîî ( /I ) | __ J_ 


fl 


fi 


< 


n — y 


■f 

i 


i l ) I.i s rnnr.hisions restrrakmi rxaclcs sans i-cltr supposition; voir mon Me 
muire des Inrtales de l'École Xor/aalc; ot Lulire njo3. 
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i:n\i>mtrc mi. 


< liimiiif 1 y < 1 s I an moi iis égal à car r rsl an j ïl iis égal à 4 

*■ J -r , ■ 

est au plus égal ù -- > doue iniéricur à >r. 

— i ■ n -u- , 


7 — ! 


I/intégrale de 


/(*) 


dans t/^î f* I donc inférieure i\ <S c ri 

f(&) 


oc — 

par suite iiiférieiirc à {( b - a): donc l'intégrale de 
île o a it. i si inférieure à C 


prise 


OC — Æq 

omitne on a f{x i} ) = o, on \ oit 
<jue là cônclitîoïi de VI. Dim rsl remplir au point Xüy ta ni*vie. de 
Foncier de f eonverge donc partout vers f \ 1 K 


dlL {'audition de Uftschitz-Dini, — Les enndilions dr i i oii- 
m rgrnre ijii on \a trouver sont surtout intéressantes comme con¬ 
ditions de convergence uniforme. Supposons f £[t \ continue 1 cl 
désignons par \ i o) le maximum de y f * Hh 2 ) —- ^ < / i * alors ou a 


,, 3t 

/. 


( f -h à ) — O ( / ) f 

+ i 


/ 


<// \ 


v r x dt 
(s) / 7 - - 


= À ( î ) r a — Vf S )-(/ ( S I, 


Il sidlil doue (pie \(2i jy G ) Lrnile vers zéro u\er 2 pour qu'il 
v ait eomergenee, Ou (irmrr généralement ce résultat pour le 
cas où / (\r ; M ; rilie la (Condition analogue; d où ce théorème ; 

*Sf / £ ,r i es/ ro/a , f , / , i j r///r un intervalle {a, b s, à / 'inté¬ 

rieur duquel | [fi /' + S) -/i*/}]. (Y? /roc/ uniformément rets 
zéro a ver o, /o ,vé/7e </r AYn/r/e/' '/r / M/î /featnetta nt 

dans tout intervalle ia x , b x \ romptète/ne/tf in/ériettr à 0t, h i, 

< Vdte propriété résulte des raisonnements de I jpsehilz \Jonrnat 
de ( telle, l, lid) très différents dr rein du texte; mais Lipseliilz 
n inail rom lu (jur pour le r;o plus parliriilirr où I on a, dans tout 

un intervalle, 

!/(•**h- 5) —< MS*, 


i 1 ) lai füiiciiori f \ x - fin I o\l r nVsi ptis entièrement déterminer; pour <|uVI]e 
le soit, il fa n «Irait ttananre un ensemble K et mie bu net ion n Pilotai, sa ni aux 
conditions indiquées; cela ne présente pas de difficultés* Dans tous les cas f est 
une ffineüen dérivée non miégrühlc au sens Je Jlirmnim; si Imi niii|>l;u ÙL. ilaio 
la définition de f > pu/) pur sin f, un a ma U l.i preiinere (ViriCLimi dérivée mm 
intégrable, au sens de lùemann. rj u i n été « instruite: » Ile est due à M. \ullm.i 
( Xe/ /> rôt cf/m </c/ Cafcofn ttUegratc ( O'ior/m/c ée Hfata^hUé 18-S a >I- 
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\1 et x étant pusitiis. Upselnlz énoneait ainsi une eondilion de rnn- 
vergeuce uniforme qui rm respond à la condition de convergence 
en un point énoncée au .n® 37. G 9 est M, Dini qui a remarqué le 
premier que 1*' raisonnement de Lipschilz mndinsail h uac GOûclu- 
-mu [dus étendue t Supra ta sérié di Laurier, I l isr, iS-^ i. 

iO, Condition fie J/. Jordan et condition de Ihtichlet* — 
Pour arriver à res eomlitlQns, je vais énoncer quelques ihéorrmrs 
intermediaires. 

La série de Fuurier de jest voneergente au point régulier j\ 
si l une des fonctions y 11 \ ou r l *\f\esi monotone dans u>. a'ï(n°3i P 
Supposons, par exemple, y défroissante, alors 

f \y. x(01 a* = ( l/.(O — /C -t-M <tl 


♦ * 


■ iô 


jt f y 


= / 7.(0*-/ /.(O*- 

*. £ ■ ï 


Les H eu \ intéürah's du troisième ninnbre h uidrnl évidemment 


v ers zéro, rar on a 





/ X. ( f j 

, N 
* 0 

_ ?. b T 

/ x ( f ) 

4 a 


< 


; / 


2 — 0 


5 » 


L, qui désigne la limite ■oipérirurc de z dans « Z. :> 5 >, tend \ ns 
zéro puisqu'il s'agit d’un [mini régulier, pour lequel, par consé¬ 
quent' ©(£) est nulle ri continue pour / “O. 

Si In condition supposer était remplie dans tout un intervalle 

a \ , //| « ( (un pie Leu ri eut mlérifiir a l'intervalle de lonl mu i lé* \ a, h u 
/"* ^ 

L et ^ j r £\£)dl tendrair n l uniformément zéro hmt?, donc 

on serait ii^un : de la convergence uniforme daim (//,, ), 

< hi prul encore affirmer la nm\ frgrnrr df la série de Foncier 
an (joint jc lorsque y e^l la dillérenee de den \ (ourlions mono- 
1 1 > n f -h y | *0 y 2 telles que ^, = /y M = /y 4 tendent mis zéro 
avec /. Lorsqu il en est ainsi y esl a variation bornée dans (7, au 
/ -u, nous allons calculer I ordre de grandeur de sa variation 

totale et / ). 

Si les fonctions y | et y * sont décroissantes, on a 


7S * ) — /(J) = 1 Zi(y > ^ /M *>1 — I Ki * ' » — Xi ( * 'h 
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et* comme les quantités entré eroehels sont positives, il en résulte 

( M — /.*(») <pK.i h /j (0 — Vj ( a ) = « < O, 

p { t) el //(/) étant les variations totales positives et négalnes 
île y(/i dans (/■ a) (ii*‘ 4), Puisque r( / ) =p\t ) -f- ni tK ü est 
i a ident i [tir / e i f rl end \ ers zén i iiu*c / * 

lîécîproqurmeiil, si t vit) tend vers zéro avec L d en sera de 
meme de Z /h /i de / /n / i H aussi de / y, ( / z y ,> z < d I en prend 

7j (0 — /(* .1 “h ! y ( a i ! h- r { t )y y2 ( / ) — i y ( a I | -h /H / ). 

\insi : (a si*rit* de Ftairier converge* au point ,r errs la /cau¬ 
tion s'il est possible de trouver a > o tel que, que! que suit t o 
dans (o, a ). y ( /) ou *L(/ ) .v01/ or fv/rzVvZêo/r bornée dans \ /, a ), /// 
/Y/roz/zo/f totale ('of'respandahte e( /) r/ms.vvmZ assez- /(attentent 

i 

mer y joo/zz* y/o? / r( /) tende vers zéro a ver t. 

Calculons les limiles supérieures L ( et Lj de 0| et csu dans 
l o, ■>.. on ! *111 si pie dans j 5, > £ ) on a o, j L. ^ oy ( , on a aussi 

L{ J 5 y y a) j -h ^ (-jto ), 

et une inégalité analogue pour L*. Donc, en utilisant les inégalités 
é-crites an eommeiieeineul de re numéro. on vut qu«\ ,vz /*z etatdï- 
tion précédente est remplie flans (a^ b { k m/rWez/r or / tttter- 
valle de continuité i a\ //), ez ay z n /) Zrz/z/ zmz/dr//zz 7 /oz// eer* 
zéto } ta convergent'*? de la situe de Fourier est uniforme 
dates { a x , 

Soit enfin y(z) continue à rorigine et à variation bornée, soit 

v t /) sa mi ri a lion toi ale daio iu 4 f \ : r i / ) est emilinne el nulle pour 

/ = o. La variation totale vi /) de cp dans i Z„f3) (o< / < fï<C &) 

est v(f \ — ri/ u donc relie de y* qu on noiera \ (/)• dans 

(fj a) = (/, j) - i j, x) f satisfait à I inégalité i n rt i > 


V{ * ) 5 j |>( P ) — v( t [ ç{ P) | ]-h y [r(s) — r ( p) -h j ® ( « î |]. 

r 

\vcr relie loriuule on reconnaît ! |ut’ ' V(0 leud vers zéro 
avec /, puise.]n un peut prendre j le! que v\ j) -h | y < ) -adl ati^^i 

petii que 1 nu veui; lorsqu il ms t possible de choisir^ indépendani- 
Uien.1 d(* r, / \ (/riend unifoniudueal vers zéro. De la un rame- 
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1ère de convergent r en un point que |e nVimner jms et le caractère 
de convergence uniforme bien connu qu'on doit à M. Jordan (M. 

La série île Fouricr d'une fonction f converge vers la fonc¬ 
tion en (mis les paints de continuité et en tons 1rs points régu¬ 
liers d un intervalle ( \, I>) ou f est a variation bornée. ; la 
eom ergenee est uniforme dans tout intervalle wy, , U ^complète¬ 
ment intérieur ù un intervalle de continuité (a* b U intérieur 

lui-même à ( A, B). 

Celte condition de convergence contient comme ras partirulier 
la célèbre condition due a DinclilcL la première qui fui connue i - ). 

La série de Fourier tVune fonction f^ satisfaisant aiu cnn- 
ditions énoncées au n° 3 sous le nom de conditions de Dirichlci, 
converge vers la fonction en tous ses points réguliers et cela 
uniformément dans tout intervalle complètement intérieur 
èt un intervalle de continuité . 

Vu u n 3 il e>l dit en particulier que la fonction / r^1 bornée: on 

r énoncé parfois à cétle restriction pourvu que 'f\ [i it une intégrale* 

Bien flans nos rüiMmncmrnl s ne supposant qu d s agisse dune 
iuurlion bornée, la eonrlusion indiquer reste exacte pour res 
louchons mm bornées sati-dajsanl aux conditions de I brîrlilel♦ 

Dirichlet énonçait cette condition * f u’a qu’un nombre liui de 
points de discontinuité. Cette condition lui était indispensable 
paire qu'à ! époque de Dïrirldrt ou ne savait pas intégrer lr^ 
fonctions n v sali si ai sa ni pas. Pour se débarrasser eu partie de 
cet le restriction. Dirirhlrl a étendu quelque peu la notion d in¬ 
tégrale' et l'a appliquée a certaine**» fouetions avant une tni i mIr ; 
de point*'de discontinuité. Ces travaux de Ihricblet ne nous sont 
parvenus (pie par le Mémoire- de Lipschilz déjà cité, Les \ ra\ aux 
fie M. Jnrd» .il permis de laisser entièrement de volé la restric¬ 

tion. de Ibritldei, de sorte que le théorème reste exact su par 
ban//on satisfaisant a ter amditéttns de IHrtehlet ? on entend 
une fonction /qui ne cesse d'être croissante pour dc\emr décrois¬ 
sante ou in\rrsrmrnl quVu un nombre fini de points et, de plus. 


( 1 ) Comptes rendus, e*Si, 

( 2 ) Journal de rrelie, u ï . 
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telle que | 

| mil r ce cas. 


ait i jjh■ 


CHAPITRE III. 

intégrale. Notre démonstration es| valable 


IL — Vpplic muN s ni v k 


j L H ’ ’ ■ 


i l. EFéï'intili* dé Fourier* — Les résultat* oljirnus jusqu Ici sont 
relatifs à la nimitgnin' de l intégrale ttS^ 


ÎTT-H gt 


sui c i n -h i i 


,/■ — 4 


^ H “ 


jÎ 


. # — 4 


/Mm f/4, 


« * 


■ > 


quand augmente imléfiniineiiM Nous avons \u que la limite de 
relie intégrale l'estait la iiirnir quand ou l'étend de j à y an lieu de 
I étendre de a à & tz -j- a, pourvu que l’on ait [j y < |3 — âx. 

existe toute une rlasse de fonciioiis j(/#, r M des deux \a- 

* v 7 é 

riables it et Q qui jouissent des propriétés suivantes : i pour 

une certaine valeur w de 0 la fonction p/ftj Ot croit îmlelimmenl 

j»r 

a\ee ^ ( //, 0 ) tlh tend vers zéro a v er // pourv u que jr n ap- 

partienne pas à I intervalle ( i, * M o" au omtraire relie intégrale 
(end vers une limite déterminée- < t non nulle quand n croît, si ,/ 
est in té 1 rieur à 1 mIrrv aile i L y q celle I mule est alors é\ îi In n nu ml 
indé'oeiidante dr j et (les intégrales ont reeii le nom d utlr- 

1 1 <’ * 

grntes singulières; dans beaucoup de cas ou peut démontrer 
1 1 11 une inl ivraie est singulière e| rcelierrlier sa limite en ut disant 
îles raisonnements analogues à ceux fini ont servi à 1 étude de I in¬ 


tégrale singulière 7zS tf . 

(.est d ailleurs toujours par l’emploi des inéLbodrsqui eom ien- 

mni au cas de — S„ et, eri partieuIier, par (emploi des théorèmes de 
la moyenne qu on a étudié 1 1rs in tégra les singu hères plus générales. 
Le principal intérêt dune telle étude c est quelle permet de 
démontrer du même enup la possil u 11 h ■ de dê\ <■ lupper une loin Mon 
en sene de I nimrr ri en d autres séries partleulières eouitîir relie* 
dont les termes sont des polynômes de Legendre ( 1 I. Je vais* me 


( 1 ) pourm consulter :i n* sujet fi hivmge déjà cilé de >J. Iiirn 1 Srrte tlv 
Fourier r alita reprvzentazionL eic. et le Tmiie H du l'ours *f Inalvse de 
vt Jmdsii, 
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contenter ici <1 étudier I intégra le de Fuurier très voisine de I"j 111 « 
ju rait" TT S,f >11 a 


— s _ / 


-i- a 


/{ f l ) si 11 N ( r — 0 ) rot 


r 


o tin 




a 


ri t" a i ./■ 


( \ , fin 


■ a 


du tPénrrine de Kirman, sur ht limite des modules dr> rnrfli- 
ueiils des sénés de Kmirier* il résulté une la dernière intégrale 
de légalité 1 précédente tend vers stem ipmiul /* croît, Par suite, 
s'il s'agit d ? ime fonction / n'a van I ijue des points de discontinuité 
de première espère ri dont la série de Fumier est ron y r rgen I r, 
on a 


liai / 


r: ■+ x 


i sin //i .r 


J’ —- 0 77 

f ) i co! aO — — [ / ( r -i- o ] -+- jr ( r — ti n. 


Supposons en pariirulier que / T soit à variation Pontée} alors d 

0 IT t . 

- ei j im peut appliquer a relie 


■ * a f ( 0 ) # 

en est tir meme <ie —-— lang- 

.r —f) n 


à 


feue lin n la formule | irrr edente, ce qui donne 


liai / 

■ — w f 


,S TT 4- a .. 


r 'I I 


H 3 C 


.r 


sia n i .r — 0 i tin — — | f \ x h- o j -i /'< r — o i|. 


Jusqu ici nous avons supjmsé que /i/ij était de période > t: et 
alors le cPni\de ot importait peu : si f'(H) n'a pas la période o t: il 
la ni prendre a de telle manière que sml an teneur à i a, ■> t: — a). 
Pour r endre li\r^ les limites de notre intégrale reniarqimus que, 
existe et a une intégra P* dans (— ~jo. + 3 c) { 1 h on a 



/( 


/- /“iOj 

/ 1 t sin m x — H t tin 

r, _ . ./■ — fi 


* - 7t -*■ ï 

> jj 


I 


* ‘ 271 + X 


/<») 

;/■ — O 


'-in /f • a; — 0 


3 


s/ *7 


pour j ->, 7 : ^ Im première intégrale du second inemPre tend 


i 1 ) L'înlégrulc dans un iiileriallr inlim se tlHmit comme iIhiis un intervalle 
fini, rtc su rie que /' n’a une ni Légale que si i/i en a une. 


























<> 


cil a ri T ni: ni 


\ ers zéro quand n cnnL car j' est exténi tir a j e; d'au Ire 

part nu peut prendre assez faraud pour que la s^nmdr intégrale 
du serond membre ^niÊ aussi petite « 11 n^ Ion \eu1; doue I intégrale 
du premier membre leud \ers zéro quand n rroîl. 

< frn peut nu .sonner de même pour I intégrale étendue de — x à a ; 
et la nous donne le résultat suivant : 

Si f(%) est a variation bornée dans (— x, --- x ) e/ -s/ 

/ » 4- « 

|y( 6 ) | dh a un sens, on a , e/i /ow/ point régulier. 


rfc H- * 

lim / 

« = * * * - k 


^ * | si u n ( x — 0 j dU = — f /V a -f- cï i -h f ( x — o)]. 

vt" P Je 


I I 


(lutte formule est connue sous le nom de formule dv Fourier. 
serait facile, bien entendu, de la démontrer dans di s cas plu^ 
enéraux cl de la démuni rer dneitmiicnl ; il serait facile ihi^i 
d'étudier la nmM ip'tKT uniforme, quand // croît. de I 
*/e 7A>///vVv* (pii figure au premier membre de la formule, 

bourier a obtenu sa formule sous nue autre banne qu’il est 

intéressant de connaître: je ne la déimml rera i que dan- le r;c 

■*-+- » 

1 res simple où f \f\h)'dH u un sens ri où if n'existe qu un 

* — 

nombre fini de points en lesquels f h .< cesse de eroiire pour 
tléeroiIre t ou in censément ; un supposera de plus coinme plu- liant 
que / n a que des points réguliers. 


Remarquons que 1 on a 


-in n i ./■ 


0 s 


X 


e 


-r 

■ U 


ru sv ( ./ -— H ) do 


de sorte qu ou peut écrire I intégrale de Koiiner K w sons ta forme 


X 


it 


I 7 // = j j fi f) ) C 


cos vi x — 0 ) d't <7 r i 


* * fi 

H 


= lim / / 

fi — a 


Cu S V ( X — f l 


i ( 


hoiiunii> à v une xaleur quelconque, I intégrale 

,i + it 

j f ( U ) co s v { x — 0 ) dU 

*- — ri 
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a une limite pour ti = x. qui es! f f\ ( J) e«isv(.r—0) c/ f ) i*t la 


« 


difïerence entre Finit -"raie et sa limite 1 est bornée, quels que 
soient a et v; nous sommes donc dans un ras \ u" 12) où l’un a 

P n P + « 

V n = iim j I f( 0 ) cos / (& — f) i rfO c/v 


il ' K , 


n 


a 


— j j f{ 8 } co*' v ( r — 0 ) dft <h 
* 0 1 -- * 


[lenqdarons maintenant la variable discontinue n, par une 

variable continue qu on noiera n -h z, \z ■< i ); on a 


P z P +^ 

F wH - = — F/! — j j /{ 8) rnsf a -h v) ( .r — 0 ) JO rfv. 

Jo <- ■ — * 


l'art aurons F intégrale dr — x à — x. qui ligure dans cette for¬ 
mule, en des intégrale* prises respectivement de — x à —r/, 
de —a à — a. de a à -^x, ( in peut faire* en sot ie que la première 
et la troisième aient une somme inférieure a P ni valeur absolue, 

M 


< tuant à I intégrale de 


a a -h a, e 


est de I ordre de 


\l étant fixe ( u" 21 i, bouc, puisque z est inférieur à i, 


n -e v 


ï - n-h -— ï' » <C V z -h 




< P -H M 4*,CH- “ ) î 


P peut être pris à volonté, \1 est indépendant de «, doue F fi+s 
et F„ mil la même limite, Par suite : dans /es conditinns indiquées 
on ft, ;x étant positif (fuelconque. 


— “ f* H - /* ~* 

— | fi x -h o) -h /(x — u 1 1 = liiii / j fi 0 ) cosv(# — 0 ) JO rfv f 1 i. 
2 ' ‘ 


i O a écrit gênera le inc n L le second rue mine sent* la forme 


f f( H ) cos v ( x — 0 ) JO Jv, 
o » — *. 


mais, avec les conventions adoptées ici, du fini que 


p k 

f ?(v) clv 


ci une limite 
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Formules s \antm<Uoin*n. — On a vu que l inh’^rjitr 


X - U 


l,= 



fi n i dù 


; i \ ; i i 1 4 pour // — x , u ne bmilr indépendante de I intervalle auquel 
nu lelrnd, pourvu ee| .tendant que eel inlervalleel la Innrtion f(h > 
satisfassent à certaines conditions. Dans ce qui suit, on va sup¬ 
poser, re * j h j sera h un siifïisammeii I eéuéraL f\ 0) à variation 
Ikh’ihV, mais ou ne supposera plusq/V)) pénodique. <Quelle evl la 
limite île l„, si ou rhiol re11 f intégrale à I inl m a I le i V „ 1 ! Y! 

t ouI <1 abord nu peu! toujours suppO-*rr \\ \ multiple île 

(iir. si itI a nVlail pas. ri >i Iï, — \ riait un multiple de 
lîi « tant Miprnetirà l>. on pourrail rhmdrr l tt de \ à M ( , a rnn- 

ditîon de faire 0 ) = o dans (B, B|).( lect posé, partageons ( l> \ 
fii 1 A, \ -h ^7i h r \ + 2 t:, \ + | iv l ... fl appliquons à finir un de 


res intervalles li s résultât* trouvés. nous obtenons 


* | jji ^ B 

liai — = ) -t- f( * ? I H- 


I */( V» 


.f i • ,/‘j* . .. i-tiini. lrs \ aleurs eougrues à >imatit le module rl 
inl érielires à i \, Iî u x i ou j irlanl é^aI a i ou o suivant que \mhiIh 
("-1 ou non fourni à ./ suivant le module tr:. Si I on remarque que 

^l„ e>t la somme des // premiers termes d’une série analogue à la 

ri fc 

série' de Kouner, on a, en désignant pal 1 S la domine figurant au 
seeoinl membre de la tormulr précéilente. 


>ü 


S - — / /< 0 i 

■ 


ï: 

i y 

V 

p \ 


,u 

I fi f) i en*// f ,r — ) f/0 


Vppliqtidns celte formule an cas où V — o, I î = 2717?, puis faisons 


i] tid iut ;a rrnü. nu 11 a [mis le il mil de conclure ,1 l'existe nef: de ririlegnilr 

a£ 

f r( v ) 


H if n eiUerni n p cet le remarque nesl pa s une cri Li que adressée aux 0 11 vrai: f-. 
classiques; clic a senlctnent pour but d'éviter 1rs erreur* qui pmii raietit résulter 
«te ( niilii'-itmis jm nrc: tic* 1 miv eutimis diHercules. 
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le ehangemeiiL de variable qui remplare — par —> nous aurons, 

" I TT 


EO 


pour 


' r 


f/. 


— J i fi ) -h J \ rf HH OJ I - “ /*i // H” Oi J 


f \ (f —f— /i — | W ï ’+■ —* / l { t Ht - H W ) — S 


s = 


= / /(/>*// - ~y\ i fo 

Ct| J <»J . / 

* if ■ if 


t ros 


» p — ( t ft ) 


f/t 


t *j 


/- = i 


rV.\7 /<y soz/mm/o/re rte Poi^s^n* 

Celle formule est einnlovée au ealcul de S ou au calcul de ! er¬ 
reur commise en prenant e» S pour valeur approchée <lr lintr- 

i 

grale / /'( />*//: aussi est-il utile de pouvoir apprécier l'ordre de 




grandeur dc> tenues de la série du second membre. Ces termes 
sont analogues a ceux d une série de Courier, oji aura leur ordre 
de grandeur par les procédés indiqués précédemment (lî f> î27K 
\dtncUoiis, eu particulier, que / ail des dérivées eoutinues, au 
moins jusqu à l'ordre alors eliaque tenue pourra être trans¬ 

ir H‘ii 11 1 par de> intégrations par parties successives et l'on utilisera 
des *‘gai ilés telles que la suivante : 




j f \ t ï ros >.p r: 


i t — a i 


é/t 


(►j 


a 




I — l \ m 


■/( —) - f 


m 


/ d> \ s fn i r b 

!_(_!,**(—) — 7 j f 2 m (J) CQS Z f 

\ * * f * ft 


/ — a 

t — -- tff , 

tu 


\iu posant 

V,x- 


t"-*- .»** 


,2a 


- 

«> 


I 


.i a 


■) = 


( 'K y. ): 


r 


où lî* e>l 1 1 * y. irmi ' nombre de Bernoulli, nous trouvons 

S-i /'/,<><« 


= Y, [ f ( h ) -./ ' c « ) I w« — Y • 1 f" (ft,— J • I (i ,11 «'* 

_i_ l _ ,,/« i y r/ *W-1 {i) — / î'«-1 / f | -t- (— i )'“ R 


/If * 

































So 


ai an nu: iih 


rl 




JL 


s* b 


/ , = l 


(■.ATT)-" 1 


/ J 1 fIi ( 0 COS * f* - ilt 


a 


C'est la formule somniatoire d Euler et 1 fat lait tin* 
Pour I appliquer, il est I>on de remarquer que I ou a 

r b 

Rn* | < Y ïw to*f» I | f îm (t)\dt. 


de sorte que, quand f lm a un signe constant, le nsle ll„, rsI au 
plus égal, on \aleur ubsolue, au dernier Icnm 1 régulier nuiMTvé. 

La formule d Kuler et Maclaimn s applique facilement dans 
deux cas : quand f est indéfiniment dérivable cl que lî w tciul \ n> 
xéro quand m croît, alors la fonnulc conduit au calcul d une -a r n 
convergente ; quand celle série existe* mais est duargente, elle 
peut encore servir au calcul si ses termes commencent à décroître 
pont 1 croître ensuite, car on obtient alors une valeur approchée d* 
la quantité à calculer eu prenant la Mimme de lotis les ternies 
jusqu'au plus petit. Ce procédé, qui a est légitime ici que >i I» 
dérn i \ v ( >orr(*spondanl au reste négligé e^l de si g ne cmeliui r „ 

est employé 3 comme l'on sait, pour beaucoup de série* diw-rgriiir 
la série de Stirling par exemple. 

L emploi de la lonuule sommaloire d Kuh t ri Maclaiirîn sup¬ 
pose que I on a calculé les \ 2a et les B*; ce calcul peut se faire 
a l’aide de la formule même* Si Bon y fait /(^) = a- 
h— i, e») = t * on aura une formule de récurrence entre les /// 
premiers nombres Y*,,,. 1 >r celle forimile on définira biedenuni 
<jue les \ cl les J! sont rationnels* 


Sd. .Sommes de tuniss. — Diriclilet a fait connaître un procédé- 


S II — 1 


de calcul drs sommes de Gauss* < 


a 

X TTA - 


n 


.V il 1 

V 


•l — S' 1 

SI 11 - y OUI 

a 1 






utilise la lormule de Poisson [Journal de ( relie , L IX rt tî I ). 

Les stimmes à calculer constituent la partie réelle et le eoeflî- 
cî eut de i dans l expression 


S = - J i o i -h f{ 1 * ) -h /'( * TT ) -h* • J f % « — 2 7t ) H-/il/iîîl, 

j - ^ * 































si:iuj*:s m: fçkjiiikr ix);vvi:iîüentes. 


81 


0* 


nu l’on a pris f{h) — e ln ~* La formule de Poisson s'applique à 

« m Ilr lin il f. purrr qu 'elle s'applique à sa partie réelle et à sa 

partie imaginaire; celle formule donne 


2 « m a~ 


X 


M 2*t7Z ff 


> TT S = j l ^ f _j_ j p- If * m CO$pt fit. 


4t 


r = J 


f p % ti TZ, 


Supposons d'ahorcl // multiple de auquel cas e 2 
qur permet d'écrire 


i, ce 


* 2 /i TI it" 


* 2 « 71 rP 


2 j e ifl71 e *v>pt dt — j e 1 " 71 ( cO" -r- £ — ^ ) dt 

d jj - r o 


( 


— f < fin Tl 


* 1 £ 


/ 


s /i t: i 


«.2 .7 TT 


f JMH TT 




,ip-*-2ïrtîT l ^ x,i“p + 2|iïTT ê_ 

^ y e 2 " 77 </0 -t- f e 2 " 71 //f). 

TT * — /m Tl 

La somme S /; des p -t- i premiers termes de la formule rie Poisson 
peut doue s’écrire 

„ p -+- 2 - u TT t , i fl H-1 fi TT / ô* 

C 4^ÎT r /() _|_ j 


S fi — j 


e- n1c ilii. 


— ptl TT 


iyi 


* fi -h 1 * ff TT 


< >r, en posant-= /. on a 

1 -in~ 


.., + * < tu 

f e* »« x/0 


* h 


-• 

\ ' iï 


À* 

2 ff TI 


pii 


r dl + / 

v' * * U 




t; 1 " 


si clone on pose 


1 lui j — = 2 ( 1 ), 


V ^ 


* 4» 


V ' 


i p 4 ,ur démontrer rexîsLeucc Me lu limite» il suffit de démontrer l'existence 
dr J t mi 1rs pour / dt et / rff; si Ion Vorcupu, par exemple, de b 


o V f 


o 

"ri'uiuli' i ii Léi; j d|ù, >hj v cri lier* fit t.d le meut que la se ne 


r^ dt+ r 

<- 'O V ^ ’ ■' TT 


. , /' 3 “ siti < „ 

</*! -h / -— ÏU+... 


St fl / 

Tt 


2 TT V ^ 


4 SI a termes alternés, iiidéli ni ment et constant ment décroissants en valeur absolue. 


L. 


6 








































<11 U'I I KK l I E 


8 7 


4111 il 


k — S = limS« = 22 y a n—. 


-, / 2 « 


Pour // j, par un rulrul direct un a S = 3 (î -i- i ): d où a, puis 
la formule générale qui donne S, 


■Ai i -h 0 = 


8 


V - 


a. 


a = (i + ()| / — î S = i J O- 


Pour passer au cas où // nVst pas ni 
Dirichlet 



ur ilr 


j, posons a\ er 


.K =; /f - - I 


fi Ht. fl ) 


e 


1 T mt* 


n 


,v 0 


m H entiers, // positif. Remarquons que lOn a 


'p f //é, « î = <p( tu , // i 




m 


= i moi! /i ), 


On a encore, si c est premier avec // 


‘2 tJ 


tp ( m., tt t = tpt < - fit k /I . 


O, î , * , fi 


i i étant tous 


en effei, les restes des divisions — (a* _ 

n x 

différents, sont égaux à o, i, ..,, n — i. Les termes qui composent 
1rs deux me ni lires sont donc les mêmes, à I ordre près. 

Enfin, si m et // sont positifs et premiers entre eux, on a 


3° 


o( /», ni qs( /// h — j, //i/! j; 

i 7 * i * 7 / v 7 * - 


en effet, le premier membre est égal à 


n — \. f — \ 


_ s n — l, f — m — I 


2 77 i 


fll‘ ,, ' -+- fi' t‘ - 

£> WW 


V 


///<- ni i 1 


e 


'l 7Z i 

fti ft 


.1 = 0. r = Û 


* — 51, f = 


i J ( "tS 4- «M 2 

et les restes de - 


nui 


sont égaux a o, i, 


, /a f t 


Geei posé, on a. pour n = o \ mod §), 

— \ n (i-f - i r 


Soit /i!ss± i (mod 4 )j on a, d s après 3 ", 


f< r il) ft n. J ) = ©« i, i « i — M t — n v'^r 
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S3 


‘es -.4°, OU a 


D’api 

pnîs, d après i*\ 


®( o « > = ?(', « )■ 


Ç( 4) = 4 ) nu tp < ’i, 1 ), 


suivant que est congru (mod4) à -h i On a 
et s(3, J ) se calculent directement, on trouve 


<p( «, 4 ) = a(* h- 0 




^(î — 0 


et 


9(1, « ) = w ou i \f~n. 

Supposons eulïn n pair et n impair, d'après 3" 

! 



/ n \ 

i fi 

\ 

0 

2, — ü 


y — 

1 

\ >. I ' 

y > 

f 


d’après i° 


// , 

- i î ) = 911 .^)— 0. 9 ( 1 , n ) = o 


La formule 


.V — /| i 

V 

f = 0 


s — jpï — | 


C» »S 


it: , . v' . „ i + i^ /- 

s — s- — t ^ si n — s* — -——- \f n 


V — ( l 


i ; 0 


? 0 » 4 ) 


résume les résultats obtenus qui ont été donnés par Gauss comme 
conséquence de ses recherches sur les équations de division du 
mrlr 1 fJisqtiisiiianrs t rit funeticœ, n“356). Toutefois, d subsis- 
Lail une indétermination relativement au signe du nu lie ‘al : < ratiss 
1 levé cette indéleniiiiial ion dr di\erws manières et, en partie ul ier, 
p u l emploi de formules d interpolation trigoiLoiiudrujite. 
























CHAPITRE IV. 


SE Kl ES DE EUUKÎEB QUELCONQUES* 


L 


Existence m séiiiks oe Fih imkh m\ » iu; t vi i- s 


4L Exemple fie fonction continue dont fa série de Fourrer 
ne converge pas partout* — Pau! du Bois-Reymond réussit le 
premier à eonstruire des fonctions continues dont la série tir 
Foncier ne converge pas part oui ( 1 l 

L'étude du très rernarquabîe Mémoire de Paul du Bois-Rev moud 
<Io 1 1 être recommandée a tous reuv qui veillent approfondir les 
t|ueslioiiS relatives à la convergence et à la divergence de> séries de 
Founer. l)u Bois-Reymond y introduit une notion cpie nous n avmis 
pas eu I occasion d uldiser: la nation f/c type d in fi nit ufic d une 
fonction f\ i) <fui croit indéfiniment avec t { - ). 

Pouj' les fonctions continues qu’étudie du Bois-Reymond, fonc¬ 
tions toutes spéciales et formées par un procédé îré> particulier il 
est vrai, r es t par la comparaison de types d infinitudes <pi on peut 
dérider de la convergence ou de la divergence. Il v a là un lait 
dont devront sans doute tenir romple ceux c] il i voudraient e>sav< r 
d obtenir des conditions de divergence des séries de Fourier. 

Je ne donnerai pas ici les fonction- a séries de Foncier diver¬ 
gentes cous I m i I es par P. du I în i —Revinontl ; leur définition el leur 
étude sont assez compliquées, lie l'exemple général de du lînis- 
Reymond, \L Schwarz a déduit un exemple ptu^ particulier et pin 


( 1 ) t rite rs uch u n g en t / b er die (.'on ver ge nz tt rut IMvet g en z der f V ntr n t ■ .s ■- • U * u 
hn rstet iungsfor met n ( Ihhandlungcït der Bayer. I /. ad. t Math, nttys. i'fosse. 
t. XII, 1876). 

(■J \u sujet de cette notion, voir la Xute [ I des Levons sur ta théorie des 
fonctions de M. Bond et les Levons sur tes séries à termes positifs du m> iti> 
auteur. 
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S> 


simple qu il a fuit connaître dans ses Coins t i l qu’on trouvera dans 
[a Notice de M. \rnold Saehse déjà citée ( n M L'i). 

\ ciiri lift exemple un peu [dus simple- que celui de M. JSclivvarz 
duquel d ailleurs il dillère peu. 

Soient r,, c* ... lies nombres tendanl vers zéro; soient // 0 , , t 

.des entiers impairs croissant indéfiniment, posons 


a ( k :< = //,> //, // v n ri . , „ 


ei destinions par h I intervalle —-? C— - Définissons une 

■ a ( k — i ) a £ a ) , 

fonction continue par la condition que S ou ail — — .r) et, 

dans Ia* en conservant le^ relu Lions des n 1 * Hrî cl suivants. 


■ f , , sin/ 

<p (0 = 'V. -ci | ai k ,i /1 —— 


est ainsi entièrement déterminée pour assez petit, on la 
définira ailleurs pur la condition qu'elle suit partout continue et 
de période 2 te, Pour cette fonction, 011 a 


-S« = 


j. 


TT 

•t 


' " CP I M St fl ( J> ft -T- l ) t 

sin t 

* si 11 ( x n 


C-/Ï 


Üf = Mi 

V 

A =1 


CA 


/ 


1 > f si 11 [ f/ i /.■ 1 1 | 


tit , 


1 , t P - //( A) — 1 

tendant vers zéro avec — ■ raisons // - — 

/ï 1 


— s — E 

H ■ p *jl j^. “™" "J 1. 


n 


/ 


, 4-1 I A 


0 

- A 

1 

r = 1 


01 /1 si u p /c 4 ) t ] . 

n i 


€ 


( 

V 


'in | a l 4 ï/ ] si U | <t 'p ) / ] 


lit 


La première intégrale tend vers zéro quand k croit, € est le 
résulta! d'un calcul déjà fait; étudions les autres. Pour p^é k 3 rm a 


/ 


^ j n f a > /> 1 1 | oiu j //1 p)t 


j ~ — I c p 1 L 


l«i* 
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MIVPITRE IV. 


V 


otir 


/■ou a 


Ps\n*\aiA-)t] . t 4J 

f, t *2 

*- U 


/ 


co s xa 


t 


dt 


i cos [ '±a 

% J, ~ 

u 

a ( k ) i 


dt ; 


ff 


< / i 


d’après P inégalité tin n u -O. 

I)nu(\ on a, f\k n augmentant pas indélimmrnl y\ee /\ 


« I Sv J è -1 <•* l C «* 


=r A- — t 

1 6 > I C n P 


U 


Si donc ou fait ni sorte 1, <pie 


■> 


<"/. i * v «/, 


Z 1 ~ ^ t 

V 

t Hi-- ^ 


I <V î -C «#• 


r = 1 


augmente 1 indéfiniment a\ec /f, la série de Fou rier de / sera 
divergente pour / = o. { v cette condition est facile a réaliser; 
on pourra prendre, par exemple, 


c* !<.«*= F P 


c * = b y 


d’n h h-a = i e v ) &/, \ 


Pour I > — J^3, /ia= 3** sera bien impair. 

io. lie maiques sur ta convergent 1 ** (tes séries de Fou net . 

Ou peut rat tacher Inexistence de séries de Foncier divergentes a 
une renijrtjur immédiate rju on peut énoncer ainsi ; 


La limite supérieure \! z(n)de la valeur absolue des 
(n + i Ÿ r sommes S„ des séries de Fouriet des Jonctions j{r >, 
telles que I on ait constamment /|' !\h croit indéfiniment 
avec /?, 


< hi a en elïel 


I Sü s = i 


/ 


’* '' sî n i * ii -t \ ) t h 

—./( 


A 


4» 


Si U t 


1 1 ilt 


" / 

71 «A 


n 


si 11 I •/. « -h I J t 
sin t 


dt = M o( « « 





























skiiiks nt: Koi mi:ii qvEUiaxQVEs, 


cetlé limité Sf£'(/i > est atteinte quand f\.r — ->/') es! la fonction 
diseoutîmie /', égale à rb M et de mémo signe nue -t-i)< q 

* n * 1 SI«W 

résulte de là qu ou peut s'approcher autant qu'on le vent de cette 
limite en prenant pour f des fondions continues comprises 
outre dt \l et tendant \ ers j\ {n" 12k on peut d'ailleurs supposer 
que ces fonctions f son! à variation bornée d sont des fonctions 
paires comme /,, c est-à^dire telles que f{x -h / ) =J'(x — /u 
lies te à étudier z{ // r 

( à.msidérons les intervalles dans lesquels | sm ( n -h i 



1 I !>/> -+- ; 

asse — ■ TT -- 

2 | b ( i n -+- 


? à * 


i \p H- * 


I ) fi( lit -t- 1 ) 


est un tel intervalle; sa conlri 


but ion dan 


.une Zf t est supérieure a 


li p 4-1 




ii 2 w+ L 


- *' 1 ' 1 


i. i j, =J. < =j- < e, _ i_ ) 

K / 'tff v 6/^ + I 2 71 ^ \ O/> -H I / 




est donc 4upérieure à la somme des -c- i premiers termes de 


la série dont le terme {'‘(‘lierai est 


a r ~ 'C ( 


I -+- 


6 /> 


) 


* » I 

t >r cette si*rie e>t di\ urgente, car tend \ers Ici limite quand p 

» J ^ 

croît, doue croît indéfiniment a\ee //, 

i 

V cette remarque j eu ajoute nue autre qui ne ddïére d ailleurs 
pas du premier théorème du n° îi. 

■Vf / o/i a constamment \ J \ ■ M é/ v/ ? c/r/m’ (.r (l — /o x 0 + A ), 
o/1 a /*= o, o/j //eu/ /meer pour S w (./o)| ime (imite sapé- 
rie are de la forme M K { A ). 

(vu elleI, dans n s conditions, on a 


I S„ I ar„ ) | = ~ f 


Mil) à n 


stu f 


i ) f 

ti { f ï fit 


2 M , 
~ Jh 


2 £* 


4 

■> 


Mil / 


= MH(/i ) 


itî. I r/Z/r^ r.7 't'm pie de série de Courier divergente. — -le pose 

J M’ ) = * j /1 ( /i i *37 J -h 1 r i *+■ ^3 + /a t ^ -e. *, 

= f' d k C j H - -jm i- j y/n-f- 1 ^ ft j 7 ) ■ f” - - * : 
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ss 


dans celte expression 1rs * f - sonl positifs et la série ^ s, est rnnver- 

î^ente et <le soimne inférieure à \. les louchons f ( soûl des fune- 
lions de période runhnues, paires, a variation bornée el infé¬ 
rieures a t en valeur absolue. Ile plus, 1 une au moins «1rs sommes 
de la série de Kourîer de £ t /){ f ) doit, |mur f = n, surpasser / ■ — i 
i|iiatid on la prend en v aleur absolue : soit p t L indice dune trlir 
somme, (pliant à ///. e e^l le plus petit des indices des soimm de 
la série *le Fourier uniiurmément rom crédite de F, ,, a parlir 
dmpiel ( es sommes, prises en valeur absolut*. ne surpassent pas i. 

Dans «es comblions, il esl évident crue / est eonlimie et d< 
période :> t: et (jue, pour j = o, la somme d indiee n t p t de la série 
de Fourier de J\ < | il i esl i-^ale à la somme correspondante de F,, 
a une valeur absolue supérieure a /. La série de Fourier de f 
diverse pour X — o # 


i 7 . Existence de fonctions continues représen (aides par leurs 
séries *ie Fourier non uniformément eonvrrgrntcs* — Consi¬ 
dérons des valeurs a n = tc, ... positives, décroissantes il 

tendant vers zéro. I ft désignera l'intervalle i & 2 p-\ )? sera ^ou 

milieu» ihp sa longueur. f r { x) sera une tVmclion rie période j »-. 
continue, à variation bornée, et telle fpie I on ail pf p i . I )r 
plus, en Xp . lune des sommes, [irise en valeur absolue, de la 
série de Fourrer de y 1 ,, surpassera p h IL h p) ( n" Fi K soit u. /P 1 in- 
die e d une tel b" somme. Alors, si /(./ e^l une lourlinii iinp.iin , 
continue, de période kt„, à variation borner sauf'autour de r 
et, que! (pie soil p . éf;ale à fp dans \ pm sa -érie de Fourier 
converge partout, même a lori^ine puisque cette série ne -on 
tu ni 11 U e 1 1 r > sinus. Cependant celle série ibesl pa> uniformément 
convergente autour de x — ■ ». puismi’en ,r« la somme d indice f /p 
de cette série siji|m>m p quand on la prend en valeur absolue, 
d après le second énoncé* (lu té Fit 1 ). 

Nous Venons de construire des fonctions présentant une écr~ 

taine sillon la nié à 1 origine: ù Laide de séries roms! ru îles a [larln 


( 1 ) Les oi e| u i prn éilrul pr~u% enI nolisé* pmir ! nucL‘ H«- t\t-\e 

loppemciu* plus généraux tpie les séries de Fourier ( voir IL Lebksgui 9 Cofliptss 
rentiu&i i- novembre 1901). 
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de ces fonctions nous pourrions obtenir de nouvelles fonctions 
pour lesquelles la singularité considérée se présenterait pour tous 
les points de certains ensembles, Mais d paraît pins difficile de 
savoir si l'on peut bure en sorte que la singularité considérée se 
présente partout, eOt-à-dirr de répondre à ces questions : Existc- 
l-j| des fonctions continues dont la série de Fuuriei est divergente 
partout? Existe-t^il des fonctions continues dont la série de bou¬ 
lier est partout convergente* sans être uniformément convergente 
dans aucun inlervaile i * 1 j? 

Je signale une autre question analogue ; on. a vu qu il existait 
des louchons Mmunables, non intégrables au sens de liieinann 
dans (o, 2 ^) et qui sont représentahlos partout par leurs séries de 
Fum ier convergentes ; existe-l-il de telles fonctions qui ne soient 
intégra Ides an sens i.i*‘ a; emauii dans aucun intervalle? 


- SmiM \ï|nv I 1 KS SÉIUKS m EoiJlUKIl DU HR U ENTES. 


ÎK. Procédé de f^dxson. — \ l'époque de Poisson, contempo¬ 
rain de Foncier, la convergence des séries de I nuner ti était pas 
démontrée; de plus, on ne distinguait pas encore soigneusement 
les séries de Foncier des autres sénés 1 ngonométriques et il arri¬ 
vait fréquemment qu un caïeuI analytique conduisait à une série 
lrigonmnétriqne divergente, (/est ainsi que, si 1 un dérive terme à 
terme 1 égalité 


- :r 




t sin;i X 


il 


(0 < ■> < ■/ Tt J, 


oit oliln iii I't*i;u31ti■ tonie furnii;lli* 


I 

'> 


dans laquelle le second membre est, une série divergente (n" -I > 


l 1 ) Dans uni’ Noie des i 'amptes rendus V-} décembre rgo* ) M. Slek toit >* 
iMiqim que Iü réponse à 3,i [HTimi'n* de c.cs questions él.ol, pour lui, négative. 

I jï i liémonslnitiuii de relie propriété n‘a pas eu cht* rlé | > * 11 ■ 1 .. . I <■’* r e n s.-i - tir 

ment s que contient ht Noir eilée sont msüflisants T a ce qiéil me st-ri i Die, pour 
penne lire la reconstitution «le relie démoustratioïc 
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CHAPITRE U 


De sorte que, ou bien il failai I renoncer à I emploi de res séries 
divergentes simples bien qu'elles n aient jamais trompé dans les 
cas mi on les avait employées : rest le parti qu'on a pris générale¬ 
ment a la suite de (jauehx et d Miel; ou bien d fa lia il adopter un 
procédé de sommation des séries autre que le procédé ordinaire : 
c’est le parti que prît Poisson* 

I Vitir sommer la série* 


a 


L> 


7 i a tt eus n r h n sia nx u 


Poisson eunsidèrc la fonction 

i V* 1 

j ( r j. x ) — - â£(j r" 1 cr,, eos n x h- // ;i si a /r#), 

qui existe, pour / < i, dans tous Ses cas qu'il eonddére. et d ron- 
\ ieut que la somme de la série pour r — r 0 sera, par définition, 

flx « ) = lim fi /\ ) ( 1 ). 

r — 3 

S il s'agit d une sér ie de Fotirier, /(/, ./■ ) existera toujours 
pour /* < i- Les considérations du i Chapitre I I montrent que le 
procédé de Poisson permet de remonter de la sérielle Kourirr a bi 
(onction correspondante, en tous 1rs points réguliers de celte 
(onction, sHl s’agit d’une fonction bornée n avant qu un nombre 
(îrn de discontinuités ( n 1 3 I h M. Selmarï, auquel est duc ht démon¬ 
stration rigoureuse de ce résultat, I a étendu à di ^ cas plus géné¬ 
ra ux. 


il). Procède de Pirmann. — Vdmeltnns une propriété qui va 
être bientôt démontrée ( n ‘ S3) : toute série de Kouriër est inté- 

r , .r 

gralde terme à tenue, L'intégrale F( j i f /’(./') de de la loue- 

*■ u 

1 1 ou sommable j x ) sera donc égale à 


l* ( x ) -— fi^yX 


^ — | * l n "in us? — b n l COS ft X — 3 


I 

n 


lès tf n et ft rt étant les coe ffieienls de la série de Pour ter de /. 


(') Journal de I L'cote Polytechnique^ Us r Cahier. 
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ÎM 


Or* quand on connaît F \ x ), on en iicclu.il /"{./■ h en tout point 
oii / est la dérnée de l\ c est-à-dire « n tous les points sauf en ceu\ 
(I un ensemble de mesure nulle (n° I 1 }, par l’emploi de formules 
telles que 


I i ni 

h zn 0 


F iJ m h- h) — For) 
h 


/ i r ) — lim 

h - o 


F (jt h- A) — F {ar — A) 

2 h 


L emploi de la seconde formule esl 
permet de calculer / cil tous ses points 
mule, on a 


préféra h le, [jarre quelle 
réguliers. \\ee relie for- 


/'( x i — îi 

/i—Q 


i vi s in nft 

“ a y — 


{it n eus n -+- b H si il n j ) 


ï ï III 0/,, 

h-& 


eu tous les [joints ou notre procédé de sommation s applique* Pré¬ 
cisons quels >o 11 1 ees points : ce seuil d abord ceux déjà nommés 
pour lesquels/est la dérivée de F: mais re sont aussi les point* ./ 
lids que la fonction de A, f(w + h ) -h/( x — h ) — ’àf(x), qui 
esl nulle pour* h nul, soit !a dérivée de son intégrale îndélinie* Si 

I rai se rappelle que cette fonction a été- désignée par ç ( - ) j on 

pourra conclure que le procédé de sommation qui ment d etre 
indiqué peut être appliqué en fous les points tels que l inté¬ 
grale indéfinie de tpi /) a une dérivée nulle pour i = o, et en 
particulier pour (nus les points réguliers de la fonction f et en 
tous * eu e où f est ta dérivée de son intégrale indéfinie « 

i / O i * 

La série 


?t < * > 


|>i < #) — r 1< r 

tj •+■ 

Pi < ■ 

D — ?,(&) 

\ i 

/ I 

» 

i 


fournit doue une représentation analytique de la fonction /[&') 
\alalde partout* saul pour un ensemble de \alcurs de x de mesure 
nulle, (loniiiu 1 on j>eul écrire ccür représentation dés que I on 
connaît la série de Fnurier de /* il en resu! I r qu une jonction est 
déterminée, sauf pour un ensemble de valeurs de mesure nulle f 

par sa série de Fourier (n u 24). 

La série qui re pré seule F(/) est uni forme n uni convergente 
i ii" ;ÏA ), donc on a, si 4 1 x ) est I intégrale* de F {.r i étendue de o 


a X 


* ( x | = - a 0 r- 

j 


SH» 


Uft 


n 


i a n co' n r -h b iL &in nx ) H-- -+- — r 
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Or (n"6) fix) es! la limite, pour h = <>, il<* 


m 

,T i .r -+- h ) -+- 4 ( .r — h ) — > J x - 

/>- 


= <'K u < '■ ) 


en Ions !t*s jumits où s ap|ilîipir le (ii oci'-tlr de sommalion ; donc 
nous pouvons remplacer dans nos émincés z/, |>;ir 


cft /, i x ) = - a„ 

■ï 


v 


lr * 

s 1 3 j n — 

■A 


h 

n — 

% 


i a fi cos ri.r b n <\u n r 


Cr nouveau prot érlé de sommation est relui qu'a indiqué Rie- 
manu. V la vérité, I! irminiii ne sc proposait pas, rnmme le faisait 
Poisson, de sommer des séries Ingouomélriques divergentes, mais 
il a démontré, connue on le fera plus loin i n 1 <Î8), que ce procède 
peu t remplacer le procédé de som ma lion ordinai re partout où 
celui-ci s'applique* et «Ysl a l'élude de ce procédé de Minimal in ru 
plus simple a plusieurs égards que le procédé ordinaire, qu il a 
consacré son célébré Mémoire Sur ht possiln U f t : de /y y a esenfer 
une four/ion par une série iri^onométriqne. 

I! faut observer que si / est ton jours rnm|H'b entre /// et M il en 
esl de même des rapports 


P* = 


F(.r H- h} — F ( X — b i 
- - — - 


A /, = 


-7 i .r -t- h ) — -7 ( x — h \ — >, ^7 1 jr ) 


fa 


puisque L cl 7 > olilierment en intégrant une cl deux lois la fonc¬ 
tion / ni" Il h I te plus, pour la même raisûiu si / e>t eoni|)n> 
entre m el VI dans \u — ft i} , h -p h n ), p/ # et A/ t sont eneore compris 
entre /// el M* pour h < A 0 , fto/ie p/, et Ah sont toujours compris 
entre /es h mi te s inférieure et supérieure de f et t/s tendent 
uniformément vers f dans tout in termite . y, f) ou f est con¬ 
tinue car, M / est <1 Oseillation au plus égale à z dan» tout inters a lie 
de longueur- r>/i n intérieur à w/ — /*„, // -r- A„ ), pour // < A j( le* 
quantités p>, cl l\/, cliil'èrenl de / au plus de* r, dans (//, />}. 


5n. Procédé de A A Fejér* — Les deux procédés du numéro 
précédent rentrent comme cas particulier dans les procédés géné¬ 
raux de somma tir m des séries divergentes que VI. Bord puL 
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M. V! itlag-Ldllrr ont employas récemment pour 1 étude des sériés 
entières. < )n -ait que ces procédés rnnduLent a attribuer a la série 

W n T- fl g —r^- H j — * , . 

une somme défi nie ai mm : considérons la séide 

« „ i // ) ti n h- a g i è ) h, — 1 /» ) 11% -h *, ,, 

les coefïïririits rf,-i A i tendant vers zéro quand i croit pour h diffé¬ 
rant d une certaine v a leur singulière, <» par exemple, et se rédui¬ 
sent tous à i quand h a erl te valeur siugulière* Si les an h ) sont 
convenablement choisis, (‘elle série sera rom ergenle, La limite, 
que je suppose existante, vers laquelle tend sa somme quand h 
tend vers la valeur singulière e>L par définition, la somme de la 
série proposée, Lien entendu les an /n sont assujettis a [dus de 
conditions que je n’en ai énoncées, le plus souvent ces coefficients 
■sont entièrement déterminés ; quant au paramètre // il est pris 
rniitmu ou discontinu suivant les ras ( l h 

L" exemple le plus simple de ees procédés de sommation, celui 
qui est le plus ancien. c'cM le procédé de sommation par la moyenne 
arithmétique, qui consiste à attribuer comme somme à la série 
considérée, dont les a + i premiers termes ont une somme S fn la 
limite pour a = x, quand elle existe, dés quantités 


— 


*n l 


N 


~~ Il y H— M \ I I — | —- tl 2 | I 


/ l \ 


i 

n \ 

( j-1 - 

4-. * ,Hr J 

»« 1 

i-J 

n 


n / 


Ici le paramètre h est discontinu, il est égal a — - Cette méthode a 
été employée tout d'abord à la sommation de la série 

i i -r- COSÆ’ -i- COS A X -H COS ix - i- „ ■ , , 

que nous avons déjà rencontrée < n' 48 k Alors 


-i ri i > n 


») 


r 


Si = 




r 

'1 s m — 

A 


T U — 



Cour plu-dr ivriseiyiienJu-iiLs *ur ce sujet. voir, par exemple, tes Leçons sur 
les serres divergentes de M. K. Ikm L 
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ce qui conduit à attribuerà la série la somme — sauf pour ^r = o, 

cas auquel nos calculs ne s 7 a|>plh[ue 11 1 pa* i u Yle \nu;b i* Q/tuscttft's 

math** î* l\ , |k i 5<i et suiv.). 

M. Fejér a pensé à appliquer cette méthode à toutes les séries 
de Foncier (Math. Ann., I* IA III ); alors ou a 


- 


s*-/= 


il 


SI tH * tl 


I J * 


SI II t 


I t ) lit. 


„ i (" i si» nt . - . 

’»-./=— / lisrj ?«•<*• 

* 0 * 


Je vois démontrer que ht méthode de 1/, Fejér permet ht som¬ 
mation de lit série en torts les points pour lesquels \ f s\ /) | est ht 

r f 

dérivée île son iniégntle indéfinie <I>r/i f jçi i)\dl , pour 


*i p 


/ — O, c esl-A-dire en tous 1rs point* pour lest] ne U *1* \ o \ - o ( 1 ). 
Faisons d abord une remarque lies simple. On a 


S, 


S 


= 


* * * P — J 


n 


r s 


s 


jf +-1 


5« 


ti 




n 


P 


< « > P h 


donc si T a partir d'une certaine valeur p de tp tous les S V/ sont 
('n m pris entre nt rl M i! en sera de meme de la limite, ou de* 
Limites, de u , t . En particulier le procédé de sommation par la 
moyenne arithmétique s'applique imipm* quand [a série r -^i con¬ 
vergente ; il est alors d accord avec le procédé de sommation ordi¬ 
naire* 

Ceci posé, partageons i iniervalle | o, - ) en (o. %) et i % 7 - J- La 

\ ^ / V / 

<jm \ 

contribution de [a< — I dans 7 W — / est la i no venue de* contribu- 

J ■ * 

lions du même intervalle dans les diflerenres S 0 — j\ S, — /, 

i — 7; or la contribution dans S,.— / tend \er* zéro uer -? 

t J q 

* « mm 

par suite la contribution de (a, ‘J dans ?n — f tend ver* zéro 


( J J «iï démontre pour lu première fois celle propriété diifi> un Mémoire Sur 
la convergence des séries de Fou fier f p.uu .m\ I Int h, Ann., C IA1, La méthode 
du lexir est beaucoup plus simple que cette que j'avaiî cm p lovée tout d’abord. 
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avec -■ Il suffît de s’occuper de 


// 


f * fsiïinf * 

/ ( - dl 

n / sin/ / 

* a / 


TT 


i r-"*' /sinn/ î | /■ “ /sin n/\* 

” — / ( —“ ) Ç l / ) +- / I , " ) / ) fit, 

/i' p / \ sm / ' * /v tt / \ san/ / 1 

T fl *■ • P * r 


TT 

SM» l 


Eu remplaçant 


-Ma ut 

siu t 


par // dans la première inlégrale cl pur 


dans la seconde 1 , OU trouve 


S L 11, 


/ n H - l 


j 

j / /sin/T/ * 

Ï5.( ' -ïiiTÏ ) 

s2.m ( 


ai -hi 


TT MM 


f ï' £ ^ ~- ) 

\ 2 « H- I / 




Si, dans u>, ai, on a constamment l l> i / ) ._ 0 / „ la plus grande des 

limités, pour n = ic, est au plus i 0-h -—Oa; et, comme on peut 

prendre au>*i petit que l’on veul, à condition de preiulre a assez 
petit, H é^î démontré que t a — / tend vers zéro quand n croit 
i ndeiininient - 

Si y" est niutinue dans n/, // ). \ compris a et h, on pourra, a vant 
clrnisi 0 arbitrai rement petit, prendre la valeur correspondante 
de a indépendamment de,/ - dans u/, /j) et alors les contri lui lions 

de : o, y.) el ( y, ) dans 7, t / tendent uniformément vers zéro 

quel que soit a dans i a, h\. Cela est évident pour la eontribulion 

di 1 (o, x'l el e(‘la résulte pour la eonlribution de ( a, ~ j dans y fi — / 

de ce que la eonlribulion du meme intervalle dans S„—/ tend 
vers zéro umformémenl* Yvanl de conclure remarquons (pic. 
l'oscillation de f est toujours inférieure à Ü, auquel ras j o | est 
tou jours inférieure à > il, on a 


TT 


. t i / / ^ u i rt/ . 

I y fi — / 1 -C 1 i-- - / ——- 

n- J V soi / / 


fit. 
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I,i multiplicateur de ü est ce que devient <t h — /quand / est 
partout confiante et égale à i s;i 11 1 au poinl considéré' où / n; 
dans ce cas — /et t w —/ soni, quel que soit /inégaux à i: donc, 
le multiplicateur de iî es! égal à i et . dans le ras general, ] — / 1 

est au plus égale à Ü* 

I ins/\ quand n croit, les quant i tes 7 ri tendent rets f en tous 
les points pour lestjuels <ï> (o ) = o ; 7 ,, est bornée, quel que soit n . 
.vé / e.s7 60 /7)ce; tend uniformément vers f dans tout inter¬ 
valle où f est con tin ne* 


i h\ pour que 4>‘ r ( o) = o, il faut que, pour / = o, 3 ( t ) | soit 
dérivée de son intégrale mdélime et. puisque ! ou a 

9(0 = | /(# h- a t ) — /< a* )I h- (/( ;/■ — a/) — /( w )\, 


eela sera réalisé en particulier quand /(.r-J-aO—/(,/) t'I 
//;; — ut) —/(.y)j seront, pour / = o, les dérivées de leurs 
intégrales indéfinies, c’est-à-dire quand /( \ s — /f.r) , consi¬ 


dérée comme (onction de X, sera, pour \ =<r. la dérivée de son 
intégrale indéfinie. ( >r nous savons (n" 1 1 1 que relie condition 
esl réalisée pour tous les points sauf peu!-être pour ecux d’un 
ensemble île mesure nulle; les sommes 7,, ont doue des pro¬ 
priétés entièrement analogues aux sommes et Aj t . 


51. \ ature de ta fiiver*fcnce des séries de /*'onrit*r. 


Je 


hi 1 de enté le procédé de Toison, très peu étudié ici, el pom 
I examen duquel on pourrait «railleurs utiliser 1rs résultats de> deux 
autres procédés • M. Ces deux procédés, el t <m 1 > ceux qti on peut 
déduire «1rs procédés généraux de sommation de \l. liorel \ mu 
le § du Mémoire de M. Fejér), fournisse ni des résuliats équi- 
v alents. 

Ions ces procédés montrent qu'une fonction / sommable est 
déterminée par sa >érie de Fouricr et fournissent une représrn- 
tation anal vtique de / eomrne il a cLé dit au n° 19. Tous permettent 
de démontrer le théorème de Weierstrass sur la représentation 


( E ) Voir, au sujet au proccd r de Poisaun* lui 
parait ni >l;ms l«> Acta mat he mat ica. 


Mc moire de M. K I-.lirai qui 


#» 
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approchée des fonctions d*une manière analogue à ('elle employée 
au n’ 1 20 ( 4 ). 

Le procédé ilr VL Kcjér est particuliérement commode pour 
l appro:\ miation dr> tour lions parce que les quanli lés au xquel les 
il conduit sont des smks lîiin^s de Kourier el imn des séries; nous 
I utiliserons de préférence aux autres, sauf dans le Chapitre \ 
consacré a I élude du procédé de sommation de liirmarin. 

\ mei des conséquences évidentes de nos résultats : 


l ne série f/e donner ne peut être convergente en un point 
de continuité .r 0 de fix ) sans converger vers /'(,r it K ni en un 
point de discontinuité fie première espèce / i srt/ts eonverger 

vers 1 | f( i , — ni -h / ( r, -h o )], pursque t /; i x 0 ) et rr n ( x , i tendent 

du 


vers res valeurs. 


Lorsqu' une série rie Fottrier est divergente en un point fie 
continuité j? ü ou en un point de tlisconiinuité de première 
espèce e, la plus petite et ta (dus grande des limites des 
sommes successives fie cette série contiennent toujours entre 

elles /(j: 0 ) ou [ \ /{ ,/*, — o j — f(x \ H- o)], sans cela 7 fi , dont la 

limite est c omprise entre ers plus petite 1 cl plus grande limites, ne 

tendrait pas vers /< .c () > oti -|/(x, — o) — /(#, -h o)J. Les points 

de divergence sont donc, en ./ 0 et , des points d'indétermination 
de la série et non pas des points où les sommes successives tendent 
vers -b x ou vers — x. Il en est d’ailleurs presque toujours ainsi. 
< hi a, en effet, en appelant L la limite supérieure de J\ 








. X — 

>m n —— 

t. 


sm 




? 


(' : Lorsqu’on utilise de lu mènir manière le procède* de Poisson, supposé légi- 
limé piir le raison nu meut de M Schwarz c*l non pur relui du u u 31. un a lu drmon- 
straLinn du théorème de \\ eiersirass qu’a tait connaître M. Picard { traitéd Ana¬ 


lyse, t. J ). 

L. 
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dans le dernier membre, le mu Ni [il ini leur de L <‘M ce que de- 
vient 7 u quand f\ 0 ) i>l eu nsi ante et é^ale à i. ilmir re multiplie.*- 
leur égale i. De re raisonnement el il un raisoiiurinent analogue 
on déduit que t„ est comprise entre les limites inférieure rl supé- 
rieure de /. 

■nr 

Supposons maintenant «pie / soil comprise entre / et L quand 
on nt 1 s'occupe «pie de (./ — h „ .r + h), alors, en modifiant f à 
I extérieur de cet intervalle de façon qu elle soit partout comprise 
entre / et L T on ne modifie ( ./■ m pie d une 1 quantité qui terni vers 
zéro quand // croît, donc : les limites inférieure et supérieure 
de la fonction f tut point .t À comprennent entre elles (toutes les 
limites vers lesquelles tendent *r n ( x *) quand n croit indéfini¬ 
ment. Par suite, / 'intervalle* qui a pour origine et pour e.rtre 
mité (a plus petite et la plus grande des /imites des sommes 
successives, pour ,r _ x 2 * de la série de Courier de f{ x ) , a tou¬ 
jours au moins un point commun acre l intervalle qui a pou f 
origine et pour extrémité ta limite inférieure et fa limite supé¬ 
rieure de f au point x* À , 


Opumtiovs si 11 m s skluks m: Km îukk 


ail. Multiplication * — Pour pouvoir utdiM , r une sir ne il ne 
su If il pas de savoir lui .iltribuer une >omnie, il foil encore savoir 
elïéetuer sur elle eertaine> opérations ^impies. 

Il est évident que la série Av I ourier d« af x hf 1 . a et h étant 
des constantes, s obtient par ) addition îles séries de Knimi'r de /, 
et f» multipliées respectivement par a el /> + Il « M plus difficile de 
former la série de Fuurier de /, / 2 = K. \on> poserons 


/. 




n 


0 


1 a r eus p.r s h r e a /> x i , 


m 1 

ft^ - \ 1 i'os/îts- ( i r sin/or k 


î 1 X 

r ^ - a,» h- 


A p «ms /;x — B r <î 11 p j ) ; 


nous ilfHb bornerons au eas mi j\ et f> sonl bornée* ee qm per ni a 
d al limier «pie I a une série de l'’ourier *1 f\ et f à en ont une. 


















SKIUKS (>K l-Ol’Kli’R QCBI.CONQirKS. 

Non?. iiV(ms trouvé des ras où les coefficients f/ t , /),, at ( , ,J j. for¬ 
ment des sui tes absolument ronverft'enles, u" 2N ; alors les séries 
représentant f\ et f<> sont absolument convergentes, on peu) les 
multiplier tenue à tenue, remplacer les produits de cosinus ou 
sinus par des somim-s algébriques de cosinus et sinus et grouper 
les tenues ainsi obtenus d'une manière quelconque. Groupons 

ensemble les termes ramenant cos . .. p.r, nous ol il étions, en 

eomenaut que a .*=«*, h * = —/>*, 


A* = 


(M) i V, = 


H„ = 


tï,, 7. ij 


i 

■> 


' «» ■i» 

•J 


V 


1 tt fl 2 fi -i— h n ( t fi b 


î 

■J: 


r = \ 

AB 

I ff /d + 31/j—« 11 b/A P pfi 

r — 1 

SS 

\ 


3/J fl ) I ' l H v “ 


SS 

I 


« 


> 


** P * r -1 / 1 " 1 Jt S t*—f* ■* ““ ^ P f ^/ï*- n ~~~ 



— I 


Ces égal i 1rs ne sont jusqn’icî démontrées que si les série> ^ |^//[, 

^ ^ | a t' h fit sonI convergentes H on parlienlier elles 

mh il vraies quand ees sérac s ne ront lennenL qu un nombre fini de 
termes non Hills, ctest-à-dire quand il s\igh île multiplier deux 
suites finies de Courier. Kilos sont vraies aussi quand une seule* 
des M : rîe> d< Kourîer a multiplier se réduit à une suite finie: pour 
le voir il suflîra évidemment d'examiner le eas où f. 2 se réduit à 
ros px ou à sîii px w Supposons, par exemple, f\=cmpj- et 
pXiiiiHiinih seulernenl l égalité relative a V /# , tons les a et les fi sont 
alors il 11 1 ^ sauï y p c|ii i est égal a i, P égalité qui donne V fi se ré¬ 
duit à 

A n = - f fï ft-\ a )n 

ce qui n’est qu’une autre manière d’écrire 1 égalité évidente : 

“ | f \ ( ® I cos n (ï cos p 0 dM 

^ « ■ o 

r >T. r tT. 

j fi ( i cos ( p -s- n ) f ) dh -h J J j f ) cos( /; —/i ) U f/U 


L * o 


Ces remarques laites, il suffira évidemment de démontrer la 
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première des égalités (M ) pour tous 1rs systèmes de doux fourrions 
l)iirm ; rs et sommables pour avoir le droit de conclure à I exactitude 
de toutes les formules ( M ) pour res louchons; car, si I on applique 
la première formule (M i aux fonctions /, et J\ nos/##, dont on 
connaît les séries rie Kourier, on a la formule qui donne et de 
même, si l'un applique la première f- rnnile { Mi aux fondions J\ 
et y’ ü sin//• .r, ou a la formule qm donne 

Sim pli lions encore le théorème a démontrer. L)ans b cas du 
produit yj, il se réduit a 

y 

A 0 = - «* 4- "V ( a p “•"*/>)=- / /î ( f} ) <f ,( - 

2 ^ ” • 0 

Si celte égalité était déjrnmtrée. il suffirait de l’appliquer au 
calcul de 

il «JP- /JF if d ijT 

^ (,/i + \/-i î’ 1 e/0 — J( ./ J f/0 -h >X I j \ft f /0 H“ À- ( J | c/0, 

* /y, • o * o * o 

a désignant uih- constante indéterminée, pian 1 en déduire la 
première des formules (M)* En définitive* pour démontrer ces 
formules \ M u il nous suffira de faire \oir que. pour toute fonc¬ 
tion f bornée et sommable, 

.. 1 v . * 

J ~ - ûj 0 h- ços r -s- 6/, si ri /> r ), 


on a 


p 2 ÎT ® 

- / /*(0) rfO = - a-| -+- X {«£ -t- 6p. 

* * « 2 ,±t 

ta i Lie formule est exacte, nous le savons, quand il s agit d une 
suite finie <le Fourier; a ppl iqmms-la à la somme g* de M. Fej+r 
relative à la fonction /. On trouve 


-j 


. a t: 




= " «6 + 




y 

p=i 


(«ï, 


*>{'-£)' 


D ailleurs, f riant bornée, les s n sont aussi bornés et. puisqun v* 
tond mts / - partout, sa ni pour les points il un ensemble do mesure 

„ i TT ... t TC 

nulle (n° 111), j t* (IH tend \ers f f’-dH. quand n augmente 
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indéfiniment (n 1^2 K Par suite l’égalité ( \ ) serait démontrée si l’on 
convenait d'appliquer au second membre de i N } le procédé de 
sommation suivant : a la série 


ou fait correspondre rumine somme la limite de 


E/i U i ( I 


à) 


ft 




J! 

// 




Pour que (N) soit démonlrér quand mi emploie le procédé 
ordinaire de sommation des séries, ii suffi! dune de prouver que le 
procédé de sommation par les fournit le meme résultat que le 
procédé ordinaire quand on l'applique à une série à termes posi¬ 
tifs, comme celle qui figure dans (N), Or n cela résulte de ce que, 
quand les u sont positifs, S /# est au moins égal à la somme de ses p 
premiers termes, laquelle terni vers la somme des p premiers 
termes de la série proposée quand // croît indéfiniment ? et de ce 
que est au plus égal à + u ( -h*.,+ u /t . 

Inégalité ( N) et, par suite, les égalités (M) sont ainsi démontrées 
pour toutes les fonctions somma 1)1 es fi ornée s, c’est-à-dire que 
nous savons écrire la série de Foncier du produit de deux telles 
fonctions données par leurs séries de Fnurier. Ce n’est qu'assez 
récemment que cette multiplication des séries de Foncier a été 
légitimée pour toutes les séries correspondant à des fonctions 
intégrables au sens de Rieimtnn; la méthode qui vient d’ètre em¬ 
ployée pour le cas des fonctions sommables est peu diHerente de 
celle qu’avait utilisée M, Hurwitz pour le cas des fonctions inté¬ 
grables de Rie ma nu ( ■). 

Il sérail naturel iiminLeuani d éludier la division des séries de 
fiouriei : on ne connaît que bien peu de cliuses à ce sujet* 

L’idrc qui sc présente immédiatement à l esprit consiste à ron- 
sidérer dans les équations (M) les A, B, a et j comme connus et 
les a et // comme inconnus. Le problème est ainsi ramené à la 
résolution d une infinité d'équations à une infinité d inconnues; 
je me bornerai à renvoyer aux quelques travaux que j ai rites 


{ ! j \oir Math. inn. f i. IA II eL LIA* Ou trouve ru là des indu:al unis bihliogra 
u es ^oncui’minl J.i mu iLipJiCüliiiii ot l’i n raLion des séries tonner. 





















un 


IHAPITIU: n 


(n” IX) rl <jui ronrernent rrs svslnins. hiiisi (pda un article de 
VI. K Vp[ ï e11 (HuII» de ta Soc - math * r/r AW/zice, L XIII)* 

J'imliijiir encore mie question qui monterait dVlre étudiée soi- 
gneusemeni : de la c<*f*yergenee des séries de Fou rier de f\ et J 2 
peut-on rnneliire, dans des eas étendus, à la convergence de la 
série de I uiiiht de /, f/* 




Soi I une fomi n ni snmmalde 


/ 


a 


4i 


~ y ( fi /t h sin/i./' ), 


/i 1 

son intégrale F( J 1 ) = / ./< r J 1 étanl a s anal nm bornée { n“ 1 I i 


* o 


esi rc présentable dans (o, :nzi par ^a série de Fourier uniformé 

menl convergente i iV iO ), sauf autour de .r = o. 


Ki /’ i 


A 0 v , 

--h > A 


A 


-h T ( V^rns/IJF t- Ü^^m/rri ( o < r < atç), 


a v et\ nour p y~ u. 


i r ï7Z 

\ eos/j.r rfj? 

“ . * 


i 


, <ni /) ,r 


« 71 


— ”— / ./ si il p v d r = 


+ J r h" 


= - j( F si il p jc don 

Tl . f , 


t rn?» jr# r 

/» 


il 


in 


j , * 2 71 

— / p x il r 

t Tl m / 


D’où 


.1 A || VI / ^ n *1 Jt 

r ( æ ) = —* -j- y ( — n»s px h- —- sm px — 

t ^ ft 


a 0 à 

P 


tt o . 

— MH JD ./ k 

/' 




Faisons ,r = n ; en tenant rom pie de Fl+oi —mm trouve' 


F I “ O ) H- I' f - ( » ) 


a t» 


Ao V b» 
= - 4-7- L > 


‘■t 


d où V„ : et, d autre part* dans ( o * a ti). 






























sf:rh:s hk foi roi|î gi i:uo\ (i n ^. 


11 iî 


donc 


■ on a 


F (T) = 


a 


(► 


T 


a p mo p r 


h pi co^r — \ 


la séné de Fmirier de / est done intégrable terme à tenue de o 
ii *r < arr. Kn soustrayant F(\/ *j) de* !*(/■, ) un \ erra que la série 
de Founer de /* est intégra ble élans ûr,, pourvu que dans cet 

intervalle ne s* a trouve aucune valeur congrue à o. Si I on faisait le 
changement de* variable — \ —r/ avant le raisonnement. on 
serait conduit a constater la possibilité d in terrer la série de Füu- 
i in 1 daih (.r ( , ,r t ) ne contenant pa^ de valeur congrue a a, est- 
à-dire, puisque a est quelconque, dans tout intervalle détendue 
moindre t pie lui partageant un intervalle quelconque eu 

parties d étendues nnnudres que 37 :. on vérifiera I 1 nmiré général : 

Im sévir de bouvier de f\ intégrer terme à ternie dans un 
intervalle quelconque, fournit r intégrait? de f dans cet inter - 
va H* > Si Varie des çj termites de tef intervalle est variable * la 
série obtenue est uni formé tuent convergente. 


'il. Dérivation , — Supposons qu'on connaisse la série de 
Founef d'une fonction F(.r) partout dérivable, sauf pour # = O, 
fi dont la dérivée e>l sommable, et propfisoiis-nutis de former 
la série de Fmirier de sa dérivée / : ou bien, supposons que F(jr) 
smt I intégrale indéfinie de /, eî proposons-nous de lornu r la série 
de f, Kn consrrvant les notations du numéro précédent, les 
égalités qui \ oui été établies résolvent le problème; seulement, 
f nimrie ou ne sunnuse plus Fi -|- o ) = o, I égaillé qui nous a sen i 


à calculer \ „ doit dire remplacée par la Miiv aille ; 


F ( -h n ) - F 1 > t. — o ) 


f<r f f || 




F( 


I) 


*o X " 1 * 


d nii I on 1 3 rera 


o, 1 — 


F 1 % ” — 01 — F1 n 1 


a F I - rt i V„ 


V 


Supposons que l'on tJ 11 av r terme 1 a ferme ht série de Foiirier 
de K. nous obtenons, en tenant ennqde des relations indiquées. 


— p h in p r f} H p n>s/i 


.,=v A 


p >i np,r H- dp cnspT - i? u rc **pT< 
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Kli général ce n rsl pas une série eoil\ ri genl e ; en ellet, a p l e ml 
vers zéro quand // croit, donc, sauf si a it n. 1+ eue flicieni [a p — a ]t ) 
de cosp.r dans celle sér ie ne tend pu* \ ers zéro. el non* v errons 
que e e*| lit mie condition de divergence n 1 o7 ). 1 ai série uliOmie 
ne ddlere de la série de l’mincr de / c|ue par I altern e du ternie 
eu ns la n l el par la présence des Imnrs *7 0 eos/m\ Mais. d’après ee 
qui a été dit au n° *Î0 sur‘Inapplication du procédé de AK Fejer 
à la série ïeos/>Æ ÿ /m/Ye e// déricnnt fa série de 

Forme/' de K est sommable peu le procédé de fa moyenne 
arithmétique et représente f en tous les points où fa série de 
Foncier de f serait somma f/te par te même procédé, 

liien entendu la sér ie obtenue en dérivant la série* de Fourrer 
de F pourra il aussi éLre samilUT par If* | c oeédé ele Hiemanu, en 
tout point si / esl la dérivée de F. partout sauf ;m\ points d un 
e ti se m fi le «le ihcmiic nulle m I est ! intégrale indéfinie de f\ 

Pour que la série de Fourrer de I' fournisse, par dérivation, la 
série de Fourier de / d faut et il snflil que a yy o, cV>t-u-duv 
que f soit périodique, et r est dans ee ea^ seulement que fa d« n 
val ion peut conduire a une série convergente pari ou I. 

\insi, quand on est dans les meilleure* conditions possibles une 
série de Fourier dérivée terme a terme conduit à une série de 
Fourier; intégrée mie foi" elle conduit en général a une *érîelngo 
noniétrnpie plus un polvnonie du premier degré, intégrée // fois 
elle conduit a une série trigommiel i iqlu* (dus un pidvnome 
du /i v m ' degré, Si doue on veut utiliser les séries de Fourier pour 
obtenir des développement* qu'on puisse dériver ou nilégrn indé¬ 
fini monI terme a terme sans q ne |c dév eloppement r bu ngc de bu-m 
il sera naturel d'essayer si l'on ne pourrait pu* arriver au résultat 
< I e si ré par I etnpl.oi de la somme 1 d'une série de Fonrirr et d un- 
série entière, Kn fait \L Borel a démontré que ces somme* cutive- 
naienl pour !a représenta lion des fonction^ i m léli ni miml déri¬ 
vables ( 1 ). 


i 1 j Voir la Thèse ii* h M tiurel (Annotes de f'École .X or mate, i8ip ». p. i **u 
le Chapitre ï\ de ses Leçons sur tes font lions de variables réélit s. I roi ■ U- 
V'dumt? cité des 1 rut. de t'Ke, Xorm on inaivero ne Mémoire de \\ VI 

Cei-éti : Sur ta dérivation d'une classe de séries tri g* >// ot>ielriques 
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on. /Viéo/’éme de Jean Bernoulli, — Pour appliquer les ré¬ 
sultats *|ii on vient d'obtenir, je \uis démontrer un théorème de 
Jean Bernoulli par la méthode qu a employée Poisson dan* ce but 
(Journal de VEcole Polytechnique ^ Cahier 18). 

Considérons une courbe C avant di s tangentes et suppo¬ 
sons que, lorsqu’un point M parcourt G, la tangente en M tourne 
toujours dans le même sens, ce que imih exprimerons en disant 
que C est convexe ( 1 L Soit VU Tare de courhe (G considère, nous 
supposons que la tangente eu U fait un angle droit avec la tangente 
en \. Soit F celle des développante* de C dont le ravon de cour¬ 
bure en \ est nul, r est-i-dire qui passe 1 par V. 

J J appelle I>| son extrémité. Soit C, celle des dé\eloppante$ de F 
epu passe par lî t i j'appelle V, son extrémité. Soit \\ celle des dé- 
veloppaules de C, qui passe par V M j’appelle sou extrémité, el 
ainsi de suite. Les points \ M A., ... sont sut 1 la normale \ X à C 
en \; les points IL I! t * B s . ... sont sur fa tangente BV a C en li. 
\ \ et IJX sont deux droites parallèles. Nous mois proposons de 
rechercher si les courbes C* el les courbes F/, qui s’éloignent indé¬ 
finiment entre A \ et B XL ne tendraient pas vers une tonne limite. 

( amsjdrrous un poini \î de G et les points p et M i correspon¬ 
dants de I e\ C k * lié^iguous par x 1 angle aigu de la tangente en M 
axer tî XL par v Lare B.VI de (L par r le rayon de courbure de C 
en M ; par a?* j s i} r* nous désignons les éléments analogues de C ( ; 
par ; l'angle aigu de la tangente a L en p ;ivrr V \, par <x I arc Yp 
de IL par z le rayon de courbure de F en ul. Avant d’aller plus loin 
remarquons, quVin n introduit aucune hypothèse nouvelle en 
supposant l'existence de ravous de courbures, car, si i ] u en avait 
p a*, G, en a lira il un el il siif lirai I de faire commencer à G, la suite 


(' i Eiirii qu une droite |iuosr parfois rem un Lier C en plus de deux poinls; r est 
AÏn^i q m ti\er ïu di.dilHtnui du Li■ x. Le liil aiv quelruiique de -qiimte d’Ar-r.himedc est 
convexe. Celte drlimlutn *■ -î. celle qu\i adujiLée M. Ilorel d«ms su Géometeiv e/e 
me niai re, p. 3q et \u. 















loti fHM'lTBK IV, 

des enurhcs (b On a 




Î + P = ecinsU, 3 + r t ^consi,, 



r/v *7^ 





f/p ^ 

rfjp */.£ 


I '(hmis alors 


r ^ />i sj U ,/‘ -h 63 mm i.r H~ /> 5 sin V r -4- , , *, 

f rijui esl possible puisque /■ n es| encore défini que dans | o, )- 

On pourrait daiIleurs remplaider retle égaillé tonnelle par un*' éga¬ 
lité (Mitre nombres Ielf 1 v que ta sérié du second membre soit imifnr- 
tnémenl emnergenle, car, à condition peut-élre de supprimer les 
premières courbes (b fi,, , . ., nu prul supposer que /’(ti)^=o et 
que r( r)a part.mil une dérivée bornée. Kn inlrgrant deux fors otl 

dr x (f) 

1 i' / . j*- * j * \ 

— ; si I un remarque qim r t {o J = n cl ^ = p f ~ 1 = Q 


aura - 
un obtient 




3 = Ai Ce*' /’ H- en" i /■ 

1 1 3 


Ar t 


Uh 


r. 


— /> 


3 situ* 


^3 - .* 
— sin £ 3 ? 
12 


*1 , 


-SIM -4 * 

r J 


Par "liste le ravun de courbure r p de ( e^t 


r, t = ri r H- 


.1 ■ 11 

si n ï,/ 


; * p 




st n i.r 


r /f (x \ tend dune vers K ('x ) ~ h { sin#. On déduira facilement de 
là que, si bon elïet Liiail sur (jj,, les translations le long 

de BV <1111 amènent B,, IL, ... en lb 1 «‘■s positions que pren¬ 
draient M (, VI., , , , tendent vers un point de la courbe £ passant 
par B et définie par 1 Y^alilé II > x) ~ b x sin # mitre son ravun de 
courbure R et I angle æ que sa tangente fai! avec 1 î \ . 

Les formules ordinaires de la géométrie permettent de m hImt 
que £ est une demi-cyrloïde avant fi pour point de reJ>mns>r~ 























SKRIKK i)K FOI HIER Ql ElXOXQl ES* 

rnrnl fl qui est normale à \\. D ailleurs, dès < 11 ï ' f - s l démontré* 
l'existence d une courbe limita € ne dépendant ijur du seul para¬ 
métré //, ? 


-U 


+ d! J b 


/■ s i n ./■ /A/ 


= * / 
1 ¥ , 


Ob 

2 


Sinar 


('*)*■_ ÎA 

\ */.r / - 


• */r / 


A représentant la distance? de V \ et li\\ il esi évident que £ est 
relie cycloïde puisque, pour elle, imite* les courltes ( L sont 


égales. 


Les courbes L, oui évidemment pour limite une demi-uyeloïde 
égale à Z . On verrait de même que, si la courbe C était convexe, 

mais que les Lmgente^ aux extrémités ne fassent pas entre elles un 
angle droit, les eourhes G,, IL, ♦ et l\ T,, tendraient vers 
une Jorrne limîle é|nryrhudale ; pour que ces i ourbes elles-mêmes 
aient une courbe limite il fam I rail tri Vert ner sur elles tics i ra ns forma- 
l ions par liâmes sein Ida Ides, les rapports de si mi 1 1 1 ni le ne dépendant 
que de I angle des tangentes à G en V et IL 

Dans le eas oii C téesl pas nmvexe il semble bien q-;tt*il nYxisle 
pas de propriété analogue: ou le vrrra en rtmsjdéranl le ras d une 
courbe G formée par tin are y j de circonférence pins par le même 
arc pareouni eu sens inverse dr j vers a. Le tas des courbes 
gauches il a pas été examine que je 1 sache. 

oth Théorèntr des isoperitUPtees* — Pour Lue connaître une 

autre application géométrique je vais dé.iitrer, par la mélhode 

de ML Hurwitz, L inégalité qui constitue le théorème des isopérî- 
rnètres ( ‘ ) 

Soit ( d une courbe plane le nuée sans point s mu II li pies, rreli fiable, 
c est-à-dire de longueur finie L: VL Jordan a démontré qu une 
telle rourbe partageait le plan en deux régions cl que la région 
intérieure esi de celles qu d a appelée s f/uarrabfes et auxquelles 
on peu! attacher une aire \. VL Jordan a montré' de plus que, île 
quelque façon qu un exprime les points de G connue (onctions 
continues d un paramétre, ces coordonnées sont des tondions a 
variation bornée de ce paramètre* Knfin, de quelque façon qu une 


it 

{') Ynir inutile# f K rote normale supérieure* 
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<■ ' f 11 !■ Im n■ ! 1 ! Ii. 1 1 'i• • ! Irnrlr i j miM mm mI■ 11 1 ■. *r- r. Li longueur L| 
de (j| a mie plus petite limite au moins égale a L el I aire \ t de C t 
a pour limite D’ailleurs, on peut toujours choisir G< de manière 
que I, * tende vers I j-. 

Ceci posé, exprimons les coordonnées des points de C en fonc¬ 
tion de I are s de 0 compté à partir d une origine arbitraire el 


jt n $ 


posons / = * Nous 


au nuh 


i 

4 ?" “ ft(l H— 

* 


( a r vu*pt s in /i/ k 


J V # 

y - - * 1 . -H > (a,, 




fj 

- 1 /.C 


^i il ftt 


les séries qui ligiirent dans t r ci dan*r étant uniformément r i miver- 
Supposons d abord que j: el y aient partout des dérivées 
([lie ers dérivées soient sommables: non* aurons, puesqu il 
fonctions pcrio .lin lies ( n 1 ' SI), 


génies 
en / et 


s agil 


f/.r 




pfjf, co>yV —/>«,, *m/j/ t. 


^ ~ ^(jo fi,, cosjd/—/> a /f i: 


el. d'autre pari, 


!dx .* ( dy \* / i. y 

U> -U; -(«) 


Nous savons calculer j {~h ) f I 

* o •' T y <> 

nulle (N) du n‘ oti. De ee ealeul ni Ml s lirons 


fdt, J (^Ç)V/ par la l'or 


1.2 


,=.v 


/>■ ( 


t . j 1 j i 


)• 


D autre pari, de la première des formuler (M) du n" ;i2, nous 
déd ,ii irons 


^ an 


A = j = - ^ i <i r 3 r — àp% p ). 


iit 


1 )une 


L* — i t: A = 'K Z- N [l /ïfljy-i^ï^l /^^-h /> r d-h i /j ’ — 13 è* - - [if, )]. 
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Debarrassons-nous maintenant de l'hypothèse faite relutiverni?ni 

I 

En remarquant que x(£) et v( t) sont 

ii nombres dérivée humés et, par suite, oui des dérivées presque 
partout (n° 1 1 ), on pourrait vérifier que nos calculs sont corrects 
dans tous les cas; mais les remarques qui suivent suffiront. 
Prenons une courbe Ü, qui tend vers G et dont la longueur L, 

tend vers I,; il est facile de construire cette courbe de façon 

> 

qii'elk 1 soif de celles auxquelles s appliquent les raisonnements 





Vlors, les éléments a liée lés il un indice i rorrespoiulant à C,, 
on a 

Lf—j ” G = ’* P a \u >— p -—i 

Le premier membre tend vers L-— {?> \ quami G, tend vers G; 
la somme des /* premiers termes du second memhre tend vers la 
somme correspondante relative à la eourhe C, donc on a 

L-— \ ~ A , 2 ~- y |< pa p -— 3,,)* -M pTf,~¥- b p )* -M p 1 — i) ( b*-t- $},)\, 


et t par suite, 
saut peul-èlre si 


<l \ — pu b \ — — 3t | , 


J A — | TT V ^ O, 


< { J SS £t jj -— 


/) 4 é 1 - . , . — T£ p — X ; j — 1 


= 01* 


auquel cas G est une circonférence el Pmi a luen 


L- = A % A. 


Doue, pour tou te cou rite ferme e sans point double, recti¬ 
fiable et de longueur 1,, limitant une aire G on a 

I a — 4 TC A ^o, 

le signe = convenant tjtt'itti ras de ta circonférence . 



■ 
































CHANTRE V. 


SERIES TRIGoNmiETHHH KS m KlXONni KS 


Les recherches exposées dans ce dernier Chapitre rontmurril 
el ri un pie S en l relier J nul il a été question an Chapitre II; e oui me 
celles-ci* elles uni pour but principal de nous fane connaître 
quelles peuvent rire les séries t rignuomélnq nés représcn la ni îles 
fonctions données. 


é>*7. Théorème de )/. lieorg Cantor* — Lorsqu une série 
trigonomélritfue est i'oneerjrente pour fous /es points d'un in 
le renfle ^ ses coefficients fendent vers zéro, O la sera évidem¬ 
ment prouvé si nous démontrons que la série I rtgonnniéu nqim 
dont le tenue général est ros n ( r — a„ . ne peut converger que 
pour un ensemble de valeurs de x de mesure nulle lorsque p* ne 
tend pas vers zéro quand n émit. En eflei. lorsqu'il en est ainsi, on 
peut trouver mn ^uî te croissante d entiers n t tels que les nombres 
p correspondants soient tous supérieurs a un nombre fixe mdillé- 
rent de zéro, z étant arbitrairement choisi positif, le nombre 
ros/t/j,/; — ~z n } surpasse s, sauf j.r des valeurs de x qui 


r "t 


forment, pnur a< l r< 3 “, un ensemble de mesure an [dus égal** 

à in = 4 arc sin — > el nous devons en conclure ( n" 9) que la 

m ' ' 1 

iii'Mirf de I ensemble di" 1101111-. de roiiWT^nin 1 c>l .ni plus /. 

Notre théorème es! ainsi démontré, car y, tend vers zéro avec 

Ce théorème, que Riemaun semble avoir considéré- comme év i 

dent, a été' démnnlré pour la première fois par \L C« Cmtor \ 1 ). 


( x ) Journal de (relie* t. 72 ; Sfath. \nnalen, e î \ ; \clti mathematica, t. Il 













SKII1KS TU M.OMÙI KTlt 1^1 Ol J M 1>. 


r ! 1 


Pour les recherches suivantes, il est possible de s’en passer comme 
I oui remarqué Riemann et Kronecker i');il su flï I pour céda, 
avant la série trigonométriquo S \ .r convergente |umr / = ./ IH de 


raisonner uniquement sur In série ru o. Si\r„-b- o ) + S i ./ i} — o), 
dont les coefficients tendent vers zéro. 

I ne série dont les coefficients ne tendent pas vers zéro peu* 
avoir des points de convergence dans tout intervalle; on en trou¬ 
vera «les exemples dans le dernier paragraphe du Mémoire de Rie- 
maun, le plus simple est relui de la série Esin r tzx qui est évi¬ 
demment convergente pour toute valeur rationnel le de (-), 


08 * 7 héo / rm e fo n da me niai 
considérer maintenant une série 
coefficients tendent vers zéro, 


de Itiemann. — Nous allons 
Lrigniiniiiélriqne (S), dont 1 rs 


i S ) 




7 i m,j oh « -f mu /er » = \, t Y j H-A*-î-. - . t 


et rechercher dans quels cas em [iriit lui appliquer le procédé som¬ 
ma toi rc de Kiemanti i n id : qui cou si ste, comme on le sa 1 1 * à poser 


I- i ,r \ — i] - 4 - r tl j — 


A r 


5 


V 


et a atlrihiier comme somme à la série proposée la limite, pour 
h = q, d une q liant i lé* que Ion notera, eu modifiant légèremenl 
1 rs notations du n 1 lî. 


X - K ç x i F i r -s- i h ) *4 I'* ( x — ** /r ) — x F ( r i 


i /r 


i h- 


-— A |i —H 


s /siu/p/ï * 

LM ja ) ■ 


Le 1 hiMiréinc ioudamenta! qu on va tout d‘aE>ord démontrer est 
le suivant : Inrstfne S ) est eonvergente, le procédé ^otntnatutre 
de H te tou ntt s'applique et est d'accord avec le procédé fie som¬ 
mation ordinaire . 


1 I oit' lr paici^r;!plie II du Vlèiiéjare de Ri cnn a nu £L un lravail tir Kronrckrr 
dans Ir Tomr 7% du Jour nal dé Ccelle. 

\ ) ihi prouvera facilement qui- la série ü n sin n l tzx n’esL eurivur^enLe que 
pour les valeurs rationnelles de -te 
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CHAPITRE V. 


Il suffira, pour cela, de moiitm que N V 


sin ph k - 

Th’} 


f[Ur 


E i ci 


h tend vers zéro, vers la M.*rie ^ \ r supposée rnn\ergeute. 
D’après le n° Ïi5, il suffit de montrer que la quant île 


I» 

V 

1 

n — 

V 

1 




i 

sin ( p r i i h 

î 


L P f > . 


(p H- r ) A 


1 

si il ph 

2 

sin (jd -h l) h 

2 


ph 


( p -H 1 ) h 



V 


I ïi p k 
P h 


■in « p 


: il 


1 p Hf - i i it 



fl 


est uniformément bornée. Dans le second membre prenons l en- 
1 ter tt de façon que le signe | | soit inutile dans la première 

somme; il suffira, pour rela, que l'on a tt n h <C iz < ( n + i) h * 

, *■* . i /sinA i* füiinhY* , 

La première somme est alors i — ) — j J > quantité 

bornée* 

La sec onde somme est égale à 


x> 


V 


( si il ph — | sin ( p 
p^h* 


U* | 


| sin { p -h i j h p 


p* /i - i/H*i r //- 


a 


en remarquant que I:i <Ji fié reuee des carré> îles sinus est égale à 
sm(a p + i)h sin h < | h , on voit que relie somme est infé¬ 


rieure a 



quantité bornée, car elle terni vers — h —-• 


Démontrons encore que l'on a toujours : 


, i 2 F(a7) f , . v. 

Iim ;— = litti -i A,, h + 2 ; A 

A — fi ih A=oL ^ 


(sin ph P 
pi h 




Cela résuJle ( n " 25^ de* ce que l’on a, en conservant les m nations 



















































I iréeé< lentes 


« 


y 


t sin ph y 1 


p 


* A 


TlUiatMttlKÏJUu' KS u( M.CONyï lis. 


ff 


h 


v i sill / ,/r r 

ph 


\ \ > 




/i 1 


/'« , 


fi t 


// 


/f 


quantité liomn', car elle triîd \i.tst:+ - ( * j. 

■i b 

;i9- ( taidition nécessaire et suffisante démontrée par itie- 
mann* — Soit unr fonction /(.r) de période notes nous 

demandons à quelles conditions clic doit sah>f;ure pour qu d existe 
mie série I rigonomélriq ue, dont le> coeflieien ts tendent vers zéro, 
à laquelle s applique le procédé sommatoire deRiemann et dont la 
somme, obtenue parce procédé, égale/(y). 

M faut é\ idem ment t ou I d abord que la condition suivante soit 

remplie t ü' y 6) : 

\" f(j) est la dérivée seconde généralisée d une fonction 
continue F(jt). 


La dérix éc seconde généralisée de F (y -j- . — F (y ) ot égale 

à /(y -h \i — j — fi x ) = o ; donc F {y + ’2')— l ( / ; est une fonc¬ 
tion linéaire I n" ih que l'on peut noter ^7t| V eï Ær -h t: \ 0 -H C| ] ; 
un vérifie de suite que, si I on pose 


x 1 


F ( r ) = Cj t h- Â„ — h- d* i r k 


( F 1 x ) est une fonction continue de période itz. 

Eu remplaçant d*(c par sa série de Fourier. on trouve une 
égalité formelle 1 qu un peut écrire 


V ( T ) = C -3- Cj T -h 


V ,.H 


■> 


>- 


A» 

a % 


\ fi étant de la forme xco <ttx — jsin/r/ ; d reste seulement a écrire 


( 1 \ pimr r l’a aires a ppj ira tin us des raisonnements dé Ri émana, voir une Note 
de M. Fanai ( ('omptes rendus, ujo5). 

L. 


S 
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que \ ft tend \i‘rszt‘ru [mur rmir du unune coup que 1 < 1 ^ ; 1 1 î I < ; pré¬ 
cédente est mm éga li lé entre lumibn^ el que, en dérivant deux 
fois le second membre, on a une série à coeffirmul^ tendant vers 
zéro < | u i représente /(,r ) à la manière indiquée. D'où rein- 
seconde condition ; 


a 11 En ftaxan t 


Y ti — n- I 

F 3E 


, 'ï 77 -1 


C W / i niH // * ,r t ) Jt 


le seront! membre tend vers 
que sait j\ 


0 i 

zéro avee -, 

n 


uniformément qnei 


Les comblions i " ri rnusl iLiieul la condition nécessaire e\ 
suffisante cherchée ; ou verrait facilement cmumeul rl laut la m » 
difier >i f\ ./■ nexistait pas en certains points ou si l'on renonçait 
à la somma In It Je de la série, ou à l'égal île cje ft .r > et de sa somme 
en certains points. Je laisse cela de côté pour indiquer la transfor¬ 
mation que Inemarm a fait solur à la mtidilmn ■>", et qui li 
parLie importante de relie recherche. Il est < : % id«■ 11 1 en ellul que I i 
Condition i"* qui n est qu'une tautologie* serait suffisante si I l 
ne s'imposait pas la rcslnelinn supplémentaire que le^ roel fie unis 
de ta série représentant. /ï.r) tendent vers zéro en uiril un appli¬ 
cation ultérieure au procédé de sommation ordinaire. 

Nous désignerons par jjli ./ ï nui 1 fonction ruiiLnnm de période € - 
avant partoiil une dérivée première et avant partout, s,tul eu un 
nombre fini de poinls, mie dérivée mcoiulr à variation boruéi*. 
D'après |e> n°’27 el 28, si le (n + r é "'Demie le la m rie de I ou r i i « 
de est a n eus//j + h ti shinx* tdn fi et // a h„ sont bornés, ilmir 

n-ftft et n-b n tendent verszém. D'autre pari, >i le(fl f-i > irj terme de 
la sériede Kiiiirier de ./; ) est ^ ros// + i w dn n .i\ n -y. h et n - j 
tcndenl vers zéro. Doue, d’après les formules ( M 1 n 1 le 

in -f- i ) uu " terme \„ cos n x -h !»,, sin ft J' de la >érie de Fuuner de 
4 mV* ) jjli un esl tel que // 2 Y„ et //-1 î„ I en dent vers zéro, ou. si I on 
v enu que //-( V„ eo>//jrH- l>, v dn/*.r) tende uniformément vers 
zéro, quel que soit x. 

Gea i s écrit 


i A 




■ i 


4>( /) ;ju /lOi- n ( r — / i <// 


n. 







SMUKs TIUCQNOMKTHÏQI HS QV KLCONQUîS. 


I I ) 


\d me lions que ja n est di lièrent de zéro que dans une partie 
(//, h } 11<-* i x, > t. -|- a), ee qui exige 

|x ( a ) = [x(/> j = |x ( a) = \i ( ù) s= o; 

nu jxi n rr;* rcmplaeer les limilesd njlégralion (a, f 71+ a) pur// et //, 
D autre pari, ul axant le^ propriétés iudîqm'es, Foxpression 

I i P h / A fl f*\ 

/ 1 1 — / ti( f ) I C f r -h -) cos/t (or — /1 ✓// 

I 71 «4 * 


terni vers zéro avec* 4 c lu la quanti lé eut rr erurhrt?o‘sl le /> 4- j } 


n.UMî 


terme de la série «le 1 nu l ier de p. (./ ) | CA/' 


\, C“ 


» qui est con¬ 


tinue ainsi que sa < I é 1 a \ ée première et dont la d< rivee sec.. est 

à variation humée. Par suite, si 2 11 est remplie, 

r u 

n 2 I i±i () F1 t ) eus n\x — t)dt 


a 


tend \ ers zéro a\ee - « Pour conclure. énonçons une condition 

« ’ * 

a’ /n//’ /.(A) une fonction tir finir dans ( \,B) t/ni 

y est mai in u e ainsi que sa dérivée premirre, qui a 7 sauf un 
nombre fini tft /utinls* uur drrirrr serontir à rariation bornée, 
ei telle que Von au 


ÏA, A ) — Ai B I — X ( A > = X'i B i - u. 


La quan/ité 




n 


- J A ( t ) Fi M ces n ( ./■ / > rf/ 


* v 


Zr//// ufii/ormrnimt rers zéro* que! que Soi/ V , arrr - 


Je di^ que à" rl V sont deux conditions équivalentes* Kn eÜet, 
si a 0 es! remplie, 2* Fest aussi, car ou peut considérer / comme 
la somme il nu nombre fini de fonctions ;a, et remplacer ainsi 
F intégrale où ligure a par des intégrales où figurent des fonctions p., 
eI qui sont étendues seulement à des intervalles i a, b) de longueur 
moindre que iz. 



































CHAPITRE 


I [tî 


Supposons maintenant que 2 ' es! remplie. r'esi-à-dire que 


.it 


n* I A ( /1 4* i £) eus a* i — / j dt 

■-'A 


tend \ers zéro avec -- Faisons d’abord là-dedans 

n 


\ = -ï 


t; 


h- 

r i . 


et 


X i / ) — rus / < t n ns ( — 


- y « ] el 


puis 




TT 


(». Tj 


X i / 1 = i <Ia11w (u, 'h t. \ ; 


B = 


Ai t) = COS/ 


La contribution de (—? oj est la même clans les deux cas? la con¬ 
tribution de | •<» 77 . — ) dan> le premier cas est <gale à t elle de ( o. \ 

\ *■ i \ J / 

dans le second. Si dune mi soustrait les deux résultats obtenus, on 
\oit que l Intégrale 


*y ■ 

-• ü « / * 


n 2 I f t ) eus n { r — / ) dt 


o 


tend vers zéro, avec — ; 2 ! entraîne 2 U 


n 


Kieinann donne à la condition v une forme un peu. [dus g* Mu¬ 
rale en ne supposant pas que n soit entier, il serait facile de mon¬ 
trer que les deux formes de é sont uqunalmtes * i. Je ne ms 
arrête pas, d'autant que bon utilisera seulement l’égalité ( A ) pré¬ 
cédemment troinre, dans laquelle jjl ( /) est une loi h:I mu de pé¬ 
riode Â7z, avant une dérivée seconde à variation bornée. La rné- 
Iliode qui c onduit à 1 égalité t \ ) fournit aussi l'égalité lï) 


TT H- X 


( H ) 


tînt aï / 

n = « , ~ 


♦ I t ï tx { { t i rus AÏ c X “ / J dt = o. 


( 1 ) La méthode de itierminn, expusée d’uur fur on un peu corn par rumeur, 
tu prôle i\ aucune difficulté si I on Lienl compte 1 de* noirs que H. Weber a ajou 
lées au Mémoire de Riemaan ( voir surtout édition des Couvres d€ MieiTt&Hïi)* 
J ai utilisé res mites dans le texte. 
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dans laquelle |X|(/) est une fonction fie période uic, ayant une 
dérivée première à variation bornée, V ces égalités il faut en 
joindre une troisième 


<C> 


Uni / 
n — a , L 


V2 TT -h * 


. (s/i+iii .r — ^ i 

sut '-i 

***(/■> ( u*< £ ) -—- dt — u. 


,r — £ 


-i n 


dans laquelle uu(/) désigne une fonction qui jouit de toutes les 
propriétés fie u., ( / ) el qui, de plus, s'annule pour la valeur x cunh 
prise entre 2 et arc-hok Cette égalité résulte de ce que I intégrale 

q 111 y ligure cs|, au taetcur près, la somme des (n H- i ) premiers 

tenues de la série de Foncier de \r ) iju(.r), série qui est absolu¬ 
ment com eryeute. 

fî(L Retour au prorédé de sommai ion ordinaire. — La su mme 
des n -i- ï premiers termes de la série qui représente /'(,r , quand 
on la somme par le procédé ordinaire, est évidemment égale a 


\t H" - / 

2 TT . 


.,2 t: ■+ æ 


' ■ ,7?! 


'•III 


f > /i -û- l I I .r — / ) 


./■ — / 


"Ml 


r//. 


valeur que Foii obtient en prenani la dérivée seconde de la somme 
des n H- i premiers termes sic la séné F ( r \ \ au lieu délinhcr 
diret‘tenir nt retle somme, nous allons lui faire subir des transi ur¬ 
inations analogues a celles qui oui permis de passer de la um- 
drtion •» à la eomlition *>J. 

Fernandons-nmis tout d abord dans quel (as la série trigonome- 
trique s m qu on obtient en dérivant dent fois de suite terme à 
tenue la série de Foiirier de *Ik peut être remplacée par la série 
trigommiétriqne s t qu'on déduit par le même procédé fie la série 
de louner de 4 >A, ou a est la fonction de l'énoncé éd Mais, pour 
parler de la série de Foncier de 'b A. il faut que cette fonction ail la 
période •> r:, aussi sup/iosera-f-on tforénaea nt f/ue f on a 

A < X < B 1 À -+- >. -, 

A( / ) étant supposée de période >- et égale à o dans rl b Vh- ‘ïti) 


_ J 
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I I S 


On a év h le s ij j ion I 


Aî*!'X 
~A h 2 


A* 4> 

, A ( r -4 7 . A ) — X i ,r — a A ) À i' 

— 2 A)—-rrrrr--H- 2 ( X ) 


> h y — A (' X ) 


\ h- 


i A - 


par suite, si f un emploie le pnieé(1é sommaloirr de Hiemaim, s et 
Si peuvent se reinplacer mutuellement quand mi a 

X ( x ) = !, X'{ x ) ~ V’ ( .r ) — <i ; 

on supposera dorénavant ces conditions remplies. 

si r on emploie le proeedé (le sommation ordinaire, on est 
conduit a considérer la dilïereuee de* sommes des n premiers 
termes de s et s ,* laquelle s éertl 


. i 

* x 


4 -rrr— 

■ - ■« fc 


<i> (4) 11 — X it )] 


îT/ï 


SM| 2 fl H- | . 


;e 


» 


* y 

soi — 




P 


osons 


I — A = o 


x — / = u , 


et désignons 1 es dérivées par des acemiLs, on a 




s i ti ( n 


i ) « 


soi u 


tf 


sin ( n 1 ) « i . i 

—- 1 - - r sm , 


si ri i e 


. - i ) 

o - // (“omi* - /i 

^ " 2 2 \ 


\ i • f * I 

( Aft i ) eu s nif û rns wc rtsrc o 


- { ) /7 H— 


t . < .fi i 

i i soi /o/ p sm - « roscr u ‘ 
/ 1 a a \ 


- (“ - 


! i 1 / 

~ sj n nu 3 roi - a 

r a i 


CO * il u q . 


Par un ralciil élémentaire tpi if est iiiulile de développer n i, on 
verdie <[ue les quantités plai ées entre accolades mil des dérivée:* 
bornées jusqu’il F ordre 2 , pour' les trois premières quantités, 
et jusqu a F ordre -L pour le> deux dernières, si A ("/) €t des dm- 
vces continues jttstpdà f ordre an moins autour de t - r: 
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on su pposera ceiic cutul 1 1 mn remplie* * \lnrs la première (|iian- 
1 1 (< esi une îles fondions jju dont il a été parlé à la fin «tu nu¬ 
méro prérédeni, les deux suivantes sont des fondions ui|. les 
deux dernier* s des fondions |ju Se doue tiüiis partageons P ï 11 L — 
^rale à ralrufer en cinq autres à 1 aide de légalité précédente, il 
esi thidenl ijue ees rmq intégrales tendent lnnles vers zém; la 
première à cause de (G), les deux suivantes à cause de (H), les 
leux dernières à cause de ( \) m De sorte que s peut être rempla¬ 
cée par s .'me quand QDt emploie le procédé de sommation ordi¬ 

naire ( 1 ). 

V\aul de rntielnre, remarquons que pour 


/'| ' y 


d s 
dV- 


l\ K | / K -j / ' > /• î ( 11, 


Iti sè i ne 'le Fmrner de f eM eerlamemenl convergente el que sa 
Munnie, quand t = j\ égale a K > 2 - Gomme les fond n ms V{ t ) el <&(/) 
enrrespniidanl à relie séné soiil égales a (K + Kd + Iv s /")a(^} 5 
o n peut rie rire 


x — / 


(H) lim — / 

d — « - 1 - j - * 


i „ • j£ 


| k H- K J / -r- K , / P) A ( t \ 


. + |) 

df ■* 

dt 1 . x — / 


fit — v. k>. 


HU 


A 


En laisiiul dans (Di ; K -«>, K, — G|. K 2 = — » ei en utilisant 

résultat précédent, mi e^E eonduil à I énoncé de Rirmaim : 
V < x < lï V -+- e/ /j / i u tir fonction ayant, des dé¬ 
rivées ron finit es jusi/u n / on lie j. telle tjue Von ntt 

> \ V ; = X ilil~ À'| A ) = ai H i = o, A ( r ) = i, V ( x ) = V t x) — o ; 
alors fa différence entre \ n -H H- . * * H- (voir le n dt) ) 


( E\i [ililîsaiiL, par exemple* riiiléjtiMlitui par parliez, il est possible île ne 
-e servi r, il,in> l.i ilenmnsl ra lin u, tjue dr ta Pu mule i \ ) i[u mi peut eoiisiilercT 

• iiii iiii' une e. hi-h'£|U enee imun-ciia Ie -Je A Mais cE ;i Unis les ras, les dülé- 
reiitrs iule^i’ii l<“- <pje l'nu reue^ntre eh peuvent être U'aiLee^ U ni Les «te la itn^ iii-ti 
manière; au^i. i;u re «pu eurireoie relie partie du Mrunure tir Kiemumi, les 
noirs < J « - II. WcIh- t" me paraissent avoir besoin C'èMe emuptciccs- 































t PI) 


oïivmin 


et 


~ f 


Pt / i ') i / ) 


rf* Si il ( // -H 1 ) ( :e — / » 


dt 


sini(# o 


Y/ 


îvvv.s :^ï/ quanti n croit indéfin/nnnt \ 1 ), 

ÜHmaun nimirquç qur, si Ion modifie y en dehors dr ( V. lis. 
on ne modifie en rimi la mimT^nuT ou Ici <li vergence,au sens or¬ 
dinaire, de la séné trigononâëtriqii^ qui rcpré>euicy quand <m lui 
appliqua lu procédé dr lïicmaan. En effet, mie tellr modification 
ne j mu r a voir pour résultat qnr d'ajoulcr è I une fond ion liuéairr. 
d apres le théorème de Schwarz ( n'U démontré poslérrnureimn I; 
aux réel h Telles de Kiemanu, et relie lonel ton d'après i t ) i n'a aucune 

inlluenee sur la convergence un la divergence. C’est par ee raison¬ 
nement que Hirmami démontra (pie fa conct rgence au sen v nr<li- 
naire t de la série t rigonomét rique 9 qui représente une fonc¬ 
tion f quand on lui applique le procédé de Hiematuc ne dépend 
que de (a façon dont se comporte f au cuisinage du jauni enn 
sidéré. Cet énoncé nYsl pas entièrement équivalent à relui du 
n" 31 . 

Il est intéressant, de remarquer ipie ce résultat suppose démontré 
le théorème de St livvarz (‘t, par suite. Ir théorème du numéro 
suivant, I) ailleurs, dans le Mémoire de Kirmaim, ou Irmnr a iism 
IY nomé du thé<même de \L C. ( lantor qui a lait I ohjri du n o7 : 
le théorème de du Bots-Hevuiond qu'on lira plus loin est au^i 
admis implicitement par Kieinami (- ), 

(il, Théotéme de Heine-! 'a ntOF* — Le procédé de sommation 


f 1 ) Ici on n 'il |mis le il rni! 1 1 1 - -oipposcr, sms précautions mi ppItTim.■ ni a in*■*. <J 111 
B— À esl supérieur à l j tt Un vériliera fau ilemenl que ! énoncé serait * nnn'- 
exact su les autre* rondüinits ri a mi remplies. ou remplirait la rondiLion 
V < x < It ~ V -f- * - par ta condition qu'il y ait des valons con^rué* à r laie 

(A, B) et lc> conditions que doit remplir a jimn / ,/■ [no la condition qm I ' >. ei 

ait a( £} — ai / i — V \ t) — o pour toute vu Jeu r de V, U) roui; rue ii /• saut f.. 

l’une i Tel les pour laquelle îl faut que Ion ail ai l j - i, a • / ' a / ) o 

( - Vu paragraphe \ Il du Mémoire de Hiem.innoo lit : « Si le>cioflir mut- a t »q h 
Erniléiü vers zéro pour n croissant à Imüni, tes terme- de la série il [relfr que 
peut-être, n-préscnU* fix \ finiront par devenir iiiliimmnt pelits.qm I que -oit .r : 
sinon, il- né pourront le devenir que dans des valeurs particulières de ./ * eY-i 

le théorème du n* ,77. Ouant au lliëoréme de do Hui s- Kev moud,, il e*t admis. 

K. ► 

mais moins mqtcruenl, à la lin du paragraphe Ul et dan^ 3e paragraphe V 
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de Riemann étant plus général que le procédé ordinaire, pour 
qu'une fonction <oil représenl.aldc l rigonomélriqiieincnl, Il faul 
1 1ti elle satisfasse a la condition i 1 du w y -ji), lit alors, d après le 
théorème de M. Schwarz ( n° fi f, la fonction Ff t). qui admet /(/) 
pour dérivée seconde démoralisée, est entièrement déterminée a 
une jonction linéaire addilive près, Nous avons \n que, quand 
I ■ £ i e>l ainsi délcrnnnée, la série trigOuomél riqne qui, snmniée 
par le procédé de litemann, dmuir /, est enlièrecneriI déterminée, 
I Jonc : // au plus une série f/'i^onoméfriqne eonécr¬ 

it en te \ 1 ) qui représente une fonction donnée. 

Ce théorème a été démontré tout dahord par Heine (Journal 
de Crtdh\ t. j I ! i; mu i s en imposant diverses restrictions aux sé¬ 
ries considérées parce que le I héorenie du n 4P o 7 n était pas élaldi. 
C’est M. t*. Canlnr : lue. * it.\ qui a donné l'énoneé précédent en 
même temps que des én.. [dns généraux. 

.lu^qti ici ou a supposé la série partout convergente et (‘gale à / ; 
admetlons qu‘en certains points exceptionnels I une cm l'autre de 
« es deux hypothèses ne soit plus remplie, J/. d. i anlor a montré, 
que le t/iéorème est encore exact lorsque Vensemble des points 
exceptionnels est réduetihle ( n" 7 ). 

S’il j avait deux séries trigonoméli iqurs conv'ergentes représen¬ 
tait /. sa ni peut-être en ces points exception îiels, leur différence 
serait égale à o, saut eu ces points et, par suite, dans tout inter¬ 
valle rit 1 contenant pas de points exreptionnrb, la fonction F( t \ 
correspondant a eet le d iliérenee serait linéaire d après le théorème 
de M. Schwarz. Soil \ un point exceptionnel isolé; avant 
F f) = K -h K,/: après V{ f) = K -h K 'F étant continue, 
on a 

K -h K t A = K'h- K| V. 


Maïs, d après le second théorème du n" è> 8 . 


t ( A -v h l — I ‘ ( V — h \ — j, I ' i h ) 


- K — K* 


( 1 I Ul ItlCIIie üi‘U ll'UH Ill ii 

prurcflë île Kiciuumi. 


rocflicicnls iendiiul vrrs ziim cl sommuhlcs | o i r le 































<:n.\mnE v. 
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doit tendre \ ers zrm avec- A: donc 


K = K 


Kt — K 


- i 


Par seule, s il n y a qu nji nombre fini de poinls exc 1 « 1 p11 on 11 cds 
clans (uj vtc p F\ t ) est partout égale à ht même fonction linéaire, 
le I liéorême est déinuniré* 

S il ya un nombre infini de points 1 xc 'optionnels. nuire rai son¬ 
ne ment montre que h « / > ne peut changer de tonne qu au v points 
limites de cet ensemble* Mais un peut refaire, a I 'occasion d'un 
point limite isole, le raisonnement fait pour el I on voit ainsi 
que le théorème est exael si, dans 1; o, a — ), le premier di ri v é de 
^ensemble des points exceptionnels n a qu un nombre fim de 
points. On peut ai nsi s élever de proche en proche pi si pi'à I énoncé 
général de M # Canton 


11 v a 

a/ 


1 1 u 


n lie 


h ti* Théo ri'me de Petit/ dit Bot s-lier mon d. — 

seule Min 1 I rïgom unélnq ne eonv ergeiiLe iv p reson la n l une furiel ton 
donnée J\ nous venons de léqqm un Ire. Mais quelle est-elle ? C 3 esl 
la série de houner de J quand cette série est convergente et re¬ 
présente/', mais dans les autres ras 11 \ a-t-il jais une série trigo- 
uométrique, autre que la séné de Fourmi <h- J\ epo représente lu 
fonction donnée / ? 

MM. Dini, Vseoli el surtout Ih du Bnis-Kev moud ont répondu 
négativement à relie question dans dr> ras étendus « 1 t. Ici on 
ne fera que la seule hypothèse : J est bornée ( 2 h 

St / esl repnèsentaide par une -one trigonumélnqtu\ c’est 
q 11 elle esl mesurable f iP 8 ); étanl de plus bornée, elle est >om- 
rnalde { n" 10), Soit Fia fonction correspondant, connue il a été 
diL à la série représentant J\ On a 

.. A 2 P j jt ) 
un 

h=- n A 


A * 1 1 ( jp ) | , 11 » 

nous savons que —— -— esl humer 1 n" J I q oonr ( n 


Z : < Cil | H U I 


i 1 lh>n, Soffta la snie de Foitriet\ l "or, iSp. — Vkc.om, inmth di \hite- 

matictiy t- VI, 187S. — P, i>c Bois-Kkv.vhiXI', . Udittnd. der ha yvr. A A ad.. I. Vit. 

(-) Lkbesgi i-:, Anrudes dr i' fl voie \ormtde, »< r '■ 












SÉRIES TRlVOXOMKTRigl ES QI'KLCONQrt’S. I i3 

migrer smis le si$:iie « I i ni », Vpjielons F, e il'., deux fonctions 
primilnes successives de F, on h 


liai 

h — m 


-i s | l’i < r ) — F| <o)| 

*»o“ W* 

A*|-'j(jr) A s F.,( <i ) A - l'i i i> ) 


~1i «A 

= I /( t < cil. 


\h 


4 A* 


0 


./■ — 



/( t ) dt r /0 : 


ou, f>uts(| uc b esi 1 m de ri \ ce seconde de F a , 

A*P t fo) 


, r J 


F( j ) — F( u ) — a? lim 


A = 0 i 


i 


- / / 

■ U *ï) 


La limite 1111 e subsiste 1 dans celte formule existe bien puisque 
Sous les mitres termes sont déterminés* ri l'on » 


,0 


F i r ) = I I fit ) dt dS\ -r- V ./■ 


f! 


J i» * O 


Connaissant K(.r on pourraitappliquer la inclliodc du n ' oit a 
la réélu relie de la série In^onomél ni j tie : il sera | > 1 11 s rapide de re¬ 
marquer que, en eonsrrvant toujours les mêmes notations, <I> ( ju ) 
c>l de la tonne 

S+ V fiï 4 

*P\_x ) = / / fi t ) dt M — — .r- -h x r -i- i ; 

* o » ' f) 


ft t / 

d où, puisque — ~ et-* sont les cnelïicienls du (/f-bi) 1 ' -1 "' terme 


de la série de t <mrier de 


S i f fj, 

— - - / / / / < / i eus n .r dt efft dx -—- 

n 1 - . / J . r ’ n 1 


h 


1 41 * f!< 


^ 1 ** p * y* 


0 

- 


— —; — - j j j fi t) si n ht- dt r /0 dx 




0 * 'n 


/f 


// 


Maint rua ni, eu e hacréant l'ordre des i ni ligral ions, ce que permet 
la ronsuléi^lit.m des inIenraies tn|>le^ ( n" I0i, en ellec -t liant d abord 
les inli-^rations en j\ puis relies en H et enfin eelles en /, on a 

r,î?C 


a, t — ^ f fit\ co $nl dt h- x 

~ ■ U 

>,i 7 T 

h n = “ j fi t ) siti/tï dt — n 




A .. 


/ /■< t » dt 

'> TT . / 


(J 


■> 


*T Vy - % % -- / / f / M -2 “ — / \ dt 
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cil utnie v. 


Pour que a tt et h N tendent vers zéro, quand n rnu'i. il tant évi¬ 
demment que les quantités entre ernehets soient milles; dune : si 
une fonction bornée f est dê%>etoppabte en série irigonomë- 
trujue convergente cette série est fa série fie Fnttrier fie f. 

Si Y on admettait qu il y ait des points exceptionnels en lesquels 
la représentation par la série trigunomél xique n>M i d rire plaide, 
le raisonnement précédent ferait ronnadre, a une jonction linéaire 
addiliv e près, la forint'de dans tout intervalle ne contenant 

pas de 1101 ni s exceptionnels. Kl le raisonnement du nnmé'ro pré¬ 
cédent montrerait querelle lonelion linéaire esl toujours la menu 
^i I ensemble des points exceptionnels est ré duel dde ; de oirle qui , 
dans ee eas. le théorème précédent e^\ meure exact. 


rèï. Exempte de série trigonomét/ iqne partant convergente 
fftti té est pas nue série de Font ter. Nous avons du supposer, 
dans le; nunirro précédent, que / esl bornée ; le théorème s'étend 
cependant au cas où f t*sl somnmlde eî ne devient inlml qu au 
voisinage des points d uu ensemble réductible. On peut même dé¬ 
montrer que, si certaines foin lions non sommables sont représen- 
tables analytiquement, ce ne peut être que par Leurs séries de 
Fnuner généralisées ( n tJ 19 ,u 

Je renvoie pour ee punit a muii Mémoire, cité au numéro pré¬ 
cédent. Ge qu’il importe de remarquer, c’est que la question posée 
Li esl pas résolue complètement pour les (ourlions m u bonnes. Il 
est d ailleurs facile de voir que, s! bon conserve aux mots série fie 
Fourier le sens que nous iivme adopté' ( n" 19 ), d existe des 
fouet ions qm sont représenta blés par des séries trigouomél i iqio s 
cOnvergrtilrs, qui ne sont pus ries séries ib |-miner. Kn voici un 
exemple qm m a été indiqué par \K P. Fatou» 

Nous avons vu incidemment n 1 ' 53 ) que, pour um série de 

Fourîer, La série — était convergente et même noim a\un> 

n’est pas une série de 


raie u lé* sa valeur. Donc, la né rie 


’V^ sui ti r h 


L n 


Fourier; elle est cependant partout couvergenle ( il" -P 


(>i. /V iéorétne sur ta multiplication des séries dr f* ruiner. 
— Supposons / eunlinue, auquel r,h h a une dériver première l J 
et une dérivée secondé P —X Soit. / la (onction qui figure d nm 















SÜHlKs THlOOXO.MKTHlgL l> (.U KUnMjt KS 

IV'iioui 1 /' du u J <i(L Comme I on <■ 


i > i 


A*FX _ A* F 

; A» ~~ ITT* 


A (' ,r 


A } 


ï 


il en rés 


[■ ( - 4 ft ) — K ( X ) A ( ./• -p- / h ) — X t a — A A ) 

i h « A 


lim A M^ = /. >. ■+ aF’.X'-i- F à*. 

A i> J ” * 


t . A â X 


La fonction 2 K' 5 /+ FA w a une dérivée, sa série de I oiirier est 
donc eon\ crédite. Mais nn sait que la séné obtenue en dérivant 
deux lois la série >]ui représente I A rom erge en même temps que 
rellr c]11î sr déduit de F, v esl-â-dire en même temps que la série 
de Fourîcr de f, Fat* suite, les séries de Fmint-r de f et J A cnil- 
\errent en même temps ail point X , les conditions du n ü l>0 étant 
mil | dies. 

C'est ta un énoncé très particulier: j ai tenu a F indiquer en ter¬ 
minant pan e qu'il montre qu'il \ aurait intérêt a n assujettir les 


moins reslm Irves, 



FIN. 
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Tome H : Théorie des fonctions analytiques. Equations diffen ntu 
Equations aux dérivées partielles. Eléments de calcul dç\ varu 
Avec 9 5 figures ; 1905....*>. . 

HERMITE. — Œuvres de Charles Hermite, publiées sous les auspici 
l’Académie des Sciences, par Emilk Picard, .Membre de l'Institut 
3 volumes grand in-8 ( a 5 x 16) se vendant séparément. 

Tomf. 1 : Volume de xl-Joo pages avec un portrait d’IIcn: ile; 190 

18 fr. 

Tomes II et DI... . < En préparation 


LEBESGUE (Henri), Maître do Conférences à la Faculté des Sciomx- u 
Rennes. — Leçons sur l’intégration et la recherche des fonctions 
primitives professées au Collège de France. Grand 111-8 ( ?."> x iti. > 
vit-i 38 pages, avec figures; 1904... 3 IV. >» c. 




Paris. — Imprimerie GàUTIIIER-VII.LAMh r(Maa tir* ftraml*-AujfUMînfl, i<.■ 
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